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Soit E un R-espace vectoriel et L(E) l'ensemble des endomorphismes de E. Pour tout f ∈ L(E), on dé�nit

la suite (fn)n∈N des itérés de f par f0 = IdE et pour tout n ∈ N, fn+1 = f ◦ fn. Pour tout n ∈ N, on note

Fn = Im fn et Gn = Ker fn.

Exemples et Contre-exemples

1. Soit g : R3 → R3 telle que pour tout (x, y, z) ∈ R3, g(x, y, z) = (x− y, x− y, 0).

a) Montrer que g est un endomorphisme de R3.

b) Déterminer Ker g et Im g. L'endomorphisme g est-il surjectif ? injectif ?

c) Déterminer g2 et en déduire Ker g2 et Im g2.

2. Montrer que les propositions suivantes sont fausses.

a) ∀ f ∈ L(E), E = Ker f + Im f .

b) ∀ f ∈ L(E), Ker f ∩ Im f = {0}.
c) Pour tout f ∈ L(E), si E = Ker f ⊕ Im f , alors f est un projecteur de E.

Noyaux et Images

Dans toute la suite, f désigne un endomorphisme de E.

3. Montrer les équivalences suivantes.

a) E = Ker f + Im f ⇔ Im f = Im f2.

b) Ker f ∩ Im f = {0} ⇔ Ker f = Ker f2.

4. Soient i, j deux entiers naturels. Montrer les équivalences suivantes.

a) E = Ker f i + Im f ⇔ Im f i = Im f i+1.

b) Ker f ∩ Im f j = {0} ⇔ Ker f j = Ker f j+1.

Étude des suites (Fn)n∈N et (Gn)n∈N

5. On s'intéresse aux suites d'espaces vectoriels (Fn)n∈N et (Gn)n∈N.

a) Montrer que la suite (Fn)n∈N est décroissante au sens de l'inclusion.

b) Montrer que la suite (Gn)n∈N est croissante au sens de l'inclusion.

6. On suppose qu'il existe deux entiers p, q tels que Fp = Fp+1 et Gq = Gq+1. Soient i = min{n ∈ N ; Fn = Fn+1}
et j = min{n ∈ N ; Gn = Gn+1}.

a) Montrer que i et j sont bien dé�nis.

b) Montrer que pour tout entier naturel n ≥ p, Fn = Fp.

c) Montrer que pour tout entier naturel n ≥ q, Gn = Gq.

d) Prouver que i = j et que E = Fi ⊕Gi.
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