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∗ ∗ ∗

L'usage des calculatrices est interdit.

Un grand soin devra être apporté à la rédaction.

∗ ∗ ∗

Exercice 1. (Autour de la fonction cotangente) On rappelle que :

∗ la fonction cotangente est dé�nie par le rapport cotan = cos
sin .

∗ Soient n est un entier naturel et P (x) = anx
n +

n−1∑
k=0

akx
k un polynôme de degré n, où (a0, . . . , an) ∈ Cn+1.

Le polynôme P possède au plus n racines et si ζ1, . . . , ζn sont les racines du polynôme P , alors P (x) =

an
n∏
k=1

(x− ζk).

1. Étude de fonction.
a) Déterminer le domaine de dé�nition puis la parité de la fonction cotan.

b) Déterminer le domaine de dérivabilité puis la valeur de la dérivée de la fonction cotan.

c) En déduire le tableau de variations de la fonction cotan sur ]− π, π[, puis sa représentation graphique.

2. Identi�er les fonctions f à valeurs réelles deux fois dérivables telles que y′′ − 2y = 2 cotan3 x sur ]0, π[ telles

que f(π2 ) = 0.

3. Quelques formules trigonométriques. Soient x, y deux réels.

a) Exprimer cotan(x+ y) en fonction de cotanx et cotan y, lorsque ces quantités sont dé�nies.

b) Exprimer cotanx− 2 cotan(2x) en fonction de tanx, lorsque ces quantités sont dé�nies.

4. Bijection réciproque.
a) Justi�er l'existence d'une bijection réciproque de la fonction cotangente à valeurs dans ]0, π[. Préciser son

domaine de dé�nition et sa monotonie. Celle-ci sera notée acotan.

b) Préciser le domaine de dé�nition et la valeur de la dérivée de la fonction acotan.

c) Pour tout x ∈]− π, π[\{0}, déterminer les valeurs cotan(acotan(x)) et acotan(cotan(x)).

d) Pour tout x ∈ R, calculer sin acotan(x).

5. Calcul d’un produit. Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul et x un réel positif n'appartenant

pas à l'ensemble {kπn , k ∈ {0, . . . , n− 1}}.
a) Pour tout nombre complexe λ = e2inx de module 1, déterminer l'ensemble des nombres complexes z tels

que (z − 1)n − λ(1 + z)n = 0.

b) En déduire, en fonction de la parité de n, la valeur de

n−1∏
k=0

cotan

(
x+

kπ

n

)
.

6. Calcul d’une somme.
Soit m un entier naturel et x un réel.

a) Montrer que

sin{(2m+ 1)x} = (sinx)2m+1
m∑
k=0

(
2m+ 1

2k + 1

)
(−1)k(cotanx)2m−2k.

b) On considère le polynôme : Pm =
m∑
k=0

(
2m+1
2k+1

)
(−1)kXm−k.

Déterminer le terme de plus haut degré de Pm puis démontrer que l'ensemble des racines de Pm est{
cotan2 kπ

2m+1 , k ∈ J1,mK
}
.
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c) En déduire que
m∑
k=1

cotan2
kπ

2m+ 1
=

2m(2m− 1)

6
.

d) En dé�nissant la fonction cosécante par csc = 1
sin , en déduire que

m∑
k=1

csc2 kπ
2m+1 = m(2m+2)

3 .

e) Montrer que pour tout y ∈]0, π2 [, on a cotan2 y < 1
y2 < csc2 y.

f) En déduire un encadrement de
m∑
k=1

1
k2 .

g) Conclure en montrant que la suite

(
m∑
k=1

1
k2

)
m∈N?

converge et préciser sa limite.

Problème. (Étude d’un ensemble de nombres complexes) Soit U l'ensemble des nombres complexes de module 1

et pour n ≥ 2, Un l'ensemble des racines n-èmes de l'unité.

Pour tous nombres complexes z, z′, on note d(z, z′) = |z − z′|.
Pour tout z ∈ C?, on note arg(z) un argument de z dé�ni à 2π-près et arg(z) l'unique argument qui appartient

à [0, 2π[.

Soit θ ∈ R. Pour tout n ∈ N, on pose zn = eniθ et on considère l'ensemble V = {zn, n ∈ N}.
1. Soit θ′ ∈ R. Exprimer d(eiθ, eiθ

′
) sans radicaux et en fonction de θ−θ′

2 .

2. On suppose dans cette question que θ ∈ πQ et on note A = {n ∈ N? ; zn = 1}.
a) Montrer que A est un ensemble non vide. On admettra qu'il existe un entier n0 ∈ A tel que pour tout

n ∈ A, n ≥ n0.
b) Montrer que z0, . . . , zn0−1 sont des nombres complexes tous distincts.

c) En déduire que V = Un0
, ou V est réduit à un point.

On suppose dans toute la suite que θ ∈ R\πQ.

3. Montrer que l'application n 7→ zn est injective.

4. Soit z ∈ U et ε > 0. On désire établir qu'il existe un entier m tel que d(zm, z) ≤ ε.
Soit n ∈ N\{0, 1} tel que 2π

n ≤ ε. Pour tout k ∈ J0, n− 1K, on pose

Ak = {z ∈ U ; k2π
n ≤ arg(z) < (k + 1) 2πn }.

a) Montrer que la famille (Ak)0≤k≤n−1 forme une partition de U.
b) Montrer que, parmi les éléments z0, . . . , zn, au moins deux se trouvent dans un même Ak.

On note p et q leurs indices et on pose ϕ = arg(zp), ψ = arg(zq). On suppose que ϕ < ψ.

c) Montrer que ψ − ϕ ∈]0, 2πn ].

d) Montrer que arg(zq−p) = ψ − ϕ.
e) On note α = arg(z) et on pose k le plus grand entier tel que k(ψ − ϕ) ≤ α. Montrer que d(z, zk(q−p)) ≤

2 sin ψ−ϕ
2 .

f) Conclure.

2/2 A. C�a�m�a�n�e��


