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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la clarté et & la précision de la rédaction.
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Exercice 1. (Etude d’un équivalent)
1. Montrer que pour tout réel z > 0, In(1 +z) <z < (1 +z)In(1l + z).

2. En déduire que pour tout entier naturel n,
n 1\ * n 1\ A1
n
H<1+k> <e <H<1+k> .
k=1 k=1

I/n o n
e

3. En déduire que (n!)

Exercice 2. Soit (uy,),>1 une suite réelle décroissante qui converge vers 0. On pose pour tout entier naturel n
n n

non nul, S;, = > ug, vy = n(uy — Upy1) et Ty = > vk
k=1 k=1
1. a) Montrer que les suites (Sy)nen+ €t (T )nen+ sont deux suites croissantes.

b) Pour tout entier naturel n non nul, exprimer T, en fonction de S, et de u,+1.

¢) En déduire que si (Sy)nen+ est convergente, alors la suite (7},),en+ est convergente.
n

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose R, = _ .
k=1
a) Montrer que la suite (R,)n>1 est une suite croissante et convergente et déterminer sa limite.

b) Montrer que pour tout n > 2, nu, = lim n(Rp —Ryu1).
p——+00
¢) Montrer que pour tous entiers p > n > 2, n(Rp —Ry,1) < T, —Th-.
d) On suppose que la suite (T},),>1 converge. Montrer que limnu, = 0 puis que la suite (Sy),>1 est
> L >
convergente.
3. Montrer que la suite (S, )n>1 est divergente si et seulement si la suite (7},),>1est divergente.

4. On suppose que la suite (Sp)n>1 converge vers un réel £. Montrer que la suite (73,),>1 converge vers /.
Probléme. (Développement asymptotique d’une suite définie par récurrence)

Résultats préliminaires

1. Démontrer le théoréeme de Cesaro : Soit (uy)nen+ une suite réelle convergente vers un réel a. Pour tout

n
entier naturel non nul n, on pose S, = %kz ug. Montrer que la suite (S, )nen+ converge vers a.
=1
n
2. Montrer que Y 1 ~ Inn.
k=1
3. Soient (up)nen et (vn)nen deux suites de réels strictement positifs. On pose pour tout entier naturel n,
n n
Sp = > ug et T, = > vg. On suppose que u, ~ v, et que lim S, = 4o00. Montrer que S,, ~ Tj,.
k=0 k=0 n——4oo

172 . Camames



Etude d’une application linéaire

Soit E' le R-espace vectoriel des suites réelles. Soit f : E — E qui a toute suite a = (a,)nen associe la suite
f(a) = (an)nen définie pour tout entier naturel n par o, = ap + 2a,41.
4 .a) Soit w la suite nulle. Déterminer f(w).
b) Montrer que pour toutes suites a, b € E et A € R, f(a+ \b) = f(a) + Af(b).
¢) Déterminer Ker f = {a € E ; f(a) =w}. On notera H = Ker f.
5.a) Soit FF ={a = (ap)nen € F'; a9 =0}.Soit g : F — E, a— f(a). Montrer que g est bijective.
b) Soit « € E et a = g~!(a). Pour tout entier naturel n, déterminer a,, en fonction de n et des (o)ien-
¢) Soit a € F' et a = g(a). Montrer que si a converge vers 0, alors a converge vers 0.
6.a) Soient a € E, H, = f~1({a}) et a = g7'(a). Montrer que Hy, =a+ H = {a+u, u € H}.
b) Soient a € E une suite convergeant vers 0 et b telle que f(b) = «. Montrer que b est convergente et
déterminer sa limite.
¢) Soient £ un réel et u la suite constante égale a £. Déterminer f(u).
d) Soient o une suite de E de limite réelle ¢ et b telle que f(b) = a. On note b = (b, — g)neN. Montrer que

f(b) = (o — O)nen et en déduire que la suite b converge vers une limite & déterminer.

Etudes asymptotiques

On étudie la suite u définie par récurrence par

3
Uy = U] = 3 Upto = 1 4+ Jununt1, n € N.

7. Montrer que la suite (u,)nen est croissante puis déterminer sa limite.

8. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, % < Upyq1 — up < 1.

9. Soient v = (v, )nen la suite définie par vg = ug et vy, = Uy — Uup—1, n € N* et a = f(v).
a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, o, =2 — (\/u, — \/m)z
b) Montrer que la suite a est convergente et déterminer sa limite.
¢) En déduire la limite de la suite v.

10 . a) Montrer que upy1 ~ Up.

n
b) On rappelle que a = f(v). Déterminer un équivalent a 'infini de la suite (Z ak> .
k=0 neN

¢) En déduire que u,, ~ 2?”
11. Pour tout entier naturel n > 2, on pose w, = a;, — 2. Donner un équivalent a U'infini de (wy)n>2.
12. Soit b = (by,)nen la suite définie pour tout entier naturel n par b, = u, — %” et 8= f(b).

a) Montrer que 8, ~ —% Inn.

b) Déterminer nEI_’I_lOO(bn+1 — by,) puis nll)l_iI_loo by,.

¢) Déterminer un équivalent a Uinfini de la suite (by,)pen.

d) Montrer qu’il existe un réel A (a déterminer) tel que u, = %” + Alnn + o(lnn).
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