STANISLAS Devoir a la maison MPSI 1
D.M. 2 Calculs de Produits et de Sommes doubles
a rendre le lundi 26 septembre 2011

Exercice 1. (Calculs de Produits)

n
1. Pour tout n € N*, exprimer le produit [] (2k — 1) sous forme de factorielles.

k=1
2. Soit (Wy)nen la suite définie par récurrence par nW, = (n — 1)W, 2, n > 2, Wy = 7§ et
Wi = 1. Pour tout entier naturel n, donner 'expression de Wa, et de Wa,11 sous forme de
factorielles.

3. Pour tout n € N*, calculer ’expression

Sfpese
k=1j=1 J
4. Soit (n,p) € (N*)2.
a) Montrer que

()= ()

b) En déduire la valeur de I'expression

n p—1
SoTIG+9)
i=1 \j=0

Définition (Sommes doubles). Soient I, J deux sous-ensembles finisde N et (z; ;) jyerxs une
famille de nombres complexes indexée par I et J. La somme des nombres complexes z; ; pour %
parcourant l’ensemble I et j parcourant l’ensemble J, est notée

RS 9) JETR 3) pe

(3,5)eIxJ i€l jeJ jeJ i€l
Exemples. Soient m, n € N tels que m < n. On suppose que I = [1,n] et J = [1,m].

* On note alors
n m m n
ETED B IETED DT

1<i<n =1 j=1 7j=11i=1
1<j<m

En écrivant les (z; ;)icr, jes dans un tableau,

211 212 Zim
291 %22t Zam
Zn,l 2Zn,2 " Znym,

la premiére somme correspond 4 la somme des termes du tableau. Dans la deuxiéme somme,
on somme dans un premiers temps chacune des colonnes pour ensuite sommer chacun des
résultats obtenus. Dans la troisiéme somme, on somme dans un premier temps chacune des
linges pour ensuite sommer chaun des résultats obtenus.



x Parfois, dans des sommes doubles, les bornes de la seconde somme dépendent du paramétre
de sommation de la permiére. Par exemple,

n j—1 n—1 n
1<i<j<n 7j=2 =1 =1 j=i+1

En écrivant les (z;;)icr, jes dans un tableau, on somme dans les trois expressions les com-

plexes
X Zi2 *t Zin
X PR Z?TL
X

Exercice 2. Soit n € N*. Caluler les sommes suivantes.

n L 3. 55 = i]. 5.5 = min(i, j).
1. Sl = <Z Z> . <Z ]) 1S%§” 1§%§n ( )
=1 J=1 4.S,= > ij. 6. S¢= >, min(i,j).
2.8, = i i i 1<i<j<n 1<i<j<n
i=1j=1

Pour tous entiers ¢, j, on note ¢; ; I'entier qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon (ce symbole est appelé
symbole de Kronecker). Calculer

7.5 = S i-j-0i

1<i,j<n
Exercice 3. Soient n, m € N et (a;)ic[on]s (bj)je[o,m] deux familles de nombres complexes. Mon-
trer quil existe une famille de réels (c¢)se[o,n+m) que I'on explicitera telle que

n m n+m
(Z a,-Xi> : (Z biXi) =) X’
=0 1=0 =0

Une fois les exercices précédents terminés, vous pourrez vous interroger sur les expressions
suivantes.
Relations coefficients / racines. Soient oy, ..., an_1, 21,...,2, € C tels que

X' +ap 1 X" i dag=(X —a1) (X — ).

Montrer que pour tout k € [1,n],

An—F
> ananag = ()8R

L ) Qan
1<41 <9< <1 <n

Formule du crible de Poincaré ou Formule d’inclusion-exclusion. Soit £ un ensemble de car-
dinal fini. Montrer que pour tout n € N et toutes parties (Ai,...,A,) de E,

[ALU. U4 =D > (—1)7FY A, N N Ay

J=1 1<i1 <o <-<i;<n

On rappelle que pour toutes parties A, B de E, |[AUB| = |A|+ |B| - |[AN B].
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