STANISLAS Devoir a la maison MPSI 1
D.M. 5 Quelques propriétés de la cardioide
a rendre le vendredi 04 novembre 2011

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O, ?,7) Dans tout ce probléme, a
désigne un réel strictement positif. Soit I" la cardioide d’équation p = a(1+cos#). On désigne par
My le point de I' de paramétre 6, autrement dit le point de coordonnées polaires (a(14 cosf),6).
1. Simplifier, pour 0 € R, les expressions suivantes.

a) A =¢if 4 ei(@#{) + ei(G—%"). b) B = 20 4 ezz‘(m%f) + ezi(a_%”)_
2. a) Etudier et construire la courbe T.

b) Calculer I'angle a = (ﬁ), ol 79 désigne le vecteur vitesse au point Mpy.
¢) Donner une équation normale de la tangente 7 a I' en un point M.
3.a) Quels sont les points de I' & tangente verticale 7 horizontale ?

b) Soit ¢ € R et A, la droite qui passe par 0 et forme un angle ¢ avec 'axe des abscisses.
Montrer que I' admet trois tangentes paralléles & A,. On note Mp,, My, et My, les trois points
de contact.

¢) Déterminer l'affixe de I'isobarycentre G' du triangle Mpy, My, My,. Vérifier que I'affixe de G
est indépendante de . Placer le point G sur le graphe de la cardioide.

d) Montrer que l'aire du triangle My, My, My, est constante et vaut gafﬁ‘/g )

e) Soit I le milieu de [Mpy,Mp,]. Montrer que I est le barycentre de My, et G pondérés de
coefficients que l'on précisera. En déduire le lieu des points I lorsque My, parcourt la cardioide
r.

4 . a) Déterminer les coordonnées du symétrique © de O par rapport a la tangente 5.

b) Déterminer une équation polaire du lieu ¥ des points 2 lorsque My parcourt I.

¢) Etudier et construire la courbe W.

5. La droite A, (qui passe par O) rencontre I' en deux points P et Q autres que O. On note A
le point d’affixe 2.

a) Déterminer I'affixe de 'isobarycentre G’ du triangle APQ.

b) Montrer que lorsque P parcourt la cardioide I', G’ décrit un cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

¢) Montrer que les tangentes & I' en P et ) sont perpendiculaires. Donner les équations
normales de ces deux tangentes et déterminer leur point d’intersection R.

d) Montrer que lorsque P parcourt la cardioide I', R décrit un cercle dont on précisera le centre
et le rayon.




