STANISLAS Devoir a la Maison MPSI 1
DM n® 19 L’intégrale de Dirichlet ind. : 3h00
non relevé

Pour tout entier naturel n, on définit sur R, les fonctions ¢,, ®, et f par
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1. Soit n un entier naturel.
a) Montrer que les fonctions f, v, et ®, sont continues de Ry dans R.
€T

b) Montrer que liril / f(t) dt existe et appartient a R. Nous la noterons /.
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2. Pour tout entier naturel n, on pose u, = / ©n(t) dt. Soit n € N.
0

a) Montrer que u,, est bien défini.
b) Calculer u,11 — u, et en déduire la valeur de u,.
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3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = / ®,,(t) dt. Soit n € N.
0

a) Montrer que v, est bien défini.

b) Etudier la limite lorsque n tend vers I'infini de v,. Si elle existe, on exprimera cette limite
en fonction de /.
4. On suppose que g est une fonction de classe ¢! sur un intervalle [a, b] et que (wy,)nen est une
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suite de réels tels que lim w, = +oo. Montrer que lim / g(t) sin(wy,t) dt = 0.
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5. On considére la fonction h définie sur [0, 5] par
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Montrer que la fonction h est de classe ¢! sur [0, 5].

6. En déduire la valeur de 4.
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7. Pour tout réel positif x, on note F(z) = —
0

dt. On propose de démontrer que f n’est

pas intégrable sur [0, +oo[, c’est-a-dire que la fonction F' n’admet pas de limite finie en +oo.
a) Montrer que F est croissante et que pour tout entier naturel k, F((k+1)7w)—F (km) > ﬁ

b) En déduire que lim F(x) = +oc.
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