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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.
* ok %

Dans ce probléme, on cherche & approcher des fonctions définies sur un segment par des
fonctions polynomiales. On s’intéresse dans un premier temps aux polynémes d’interpolation de
Lagrange, puis aux polynémes de Bernstein.

Soient a, b deux réels tels que a < b et f une application de [a,b] dans R. On note
Zol(la,b],R) 'ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b].

Pour toute fonction continue g : [a,b] — R, on note ||g|lcc = m[mi] lg(x)|.
x€E|a,

1. Montrer que cette quantité est bien définie.

Polynome d’interpolation de Lagrange

Soient n un entier naturel et (xo, ..., z,) € [a,b]"*! des réels deux a deux distincts. On note,
n

Ve ab]gn(z) = [[(z — ).

Jj=0

2. Montrer qu’il existe une constante My € R (indépendante des (x;);c[o,]) telle que [|gnlloc <
M
Pour tout entier ¢ € [0,n], on note L; : [a,b] = R, z—  []
j€l0n], j#i
3.a) Pour tout entier i € [0,n], déterminer le degré du polynéme L;.
b) Pour tous entiers i, j € [0,n], déterminer L;(x;).
4 . a) Montrer que Zol([a,b],R) est un R-espace vectoriel.

b) On note 7 : Pol([a,b],R) — Pol([a,b],R), p— > p(x;)L;. Montrer que 7 est un projec-
i=0

Ti—xj "

teur.
5. Démontrer qu’il existe un polynéme P, de degré au plus n tel que pour tout ¢ € [0,n],
Po(z;) = f(z:)-

On admettra que ce polynoéme est unique. Il sera appelé polyndéme d’interpolation de La-
grange.

Un exemple de convergence uniforme des polyndomes d’interpolation de Lagrange

On suppose dans cette partie que f est une fonction de classe € sur [a, b] et que toutes les
dérivées de f sont majorées, sur [a,b], par une méme constante M.
6. Soit = € [a,b]\{zo,...,2zn}. On note ¢ la fonction définie par

- p,
Vet o) = fu) - Baw) - LTy
an()
En utilisant (proprement) le théoréme de Rolle, montrer qu’il existe un réel v € [a, b] tel que
(n+1) (4
Fla) — Pale) = 1 ),

(n+1)



7. En déduire que la suite (|| P, — fl|oo)Jnen converge vers 0.

Un exemple de divergence

21
n+1°

Dans cette partie,onposea = —1,b=1,f : z— |z|etVn e N, Vie [0,n], z; = -1+
8. Soient p, ¢ deux entiers naturels tels que 0 < p < ¢q. Montrer que

p
—2k—1 qg—1\qg—2p—2

k(1 q7:1+ —1”( )
go( )<k) k+1 (=1) D p+1

k

9. a) Soit m = L"T_IJ On pose

b) Calculer A(n)+ B(n).

¢) Montrer que P,(1) = A(n) — B(n).

d) En déduire que P, (1) = 14 2(—1)™ (" 1) ns2m=2,
10. En admettant que n! ~ v/2wn (%)n, donner un équivalent de |f(1) — Pap41(1)| lorsque n tend
vers 'infini.

11. En déduire que (|| Py, — f|loo)nen ne converge pas vers 0.

Construction d’une suite de polynémes
Dans cette partie, on note a = —1,b=1, f : = — |z|. Soit g : [0,1] = [0,1], z — /z. On

définit par récurrence la suite de fonctions polynomiales (Q,,) en posant

Qo=0etVneN Vazel0l], Quii(z)=Qn(z)+ % (z — Q%(2)) .

12 . a) En remarquant que
Yo € D] V- Quiale) = (VE - Qu(o) (1= 5(VE+ Qula)) )

n
montrer par récurrence que Vn € N,V € [0,1], 0 < /o — Qn(z) <z (1 — g) i

b) En déduire que pour tout z € [0, 1], la suite (Qn())nen converge vers /.

¢) En étudiant les variations sur [0, 1] de la fonction ¢+ ¢ (1 — £)", montrer que (||g — Qn||~)
converge vers 0.
13. A l'aide des questions précédentes, en déduire qu’il existe une suite de polynémes (R,) telle
que (|| Ry, — flloo)nen converge vers 0.

Polynémes de Bernstein et fonctions continues

On définit les polynomes de Bernstein par V n € N, V k € [0,n], P, x(z) = (})2F(1 —z) k.
Pour toute fonction f définie sur [0, 1], le polynéme d’approximation de Bernstein d’indice n

de f est
k=0
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On suppose que la fonction f est continue sur [0,1]. On pose M = || f||co-
14 . a) Soit n > 2. Déterminer B, (f;), ot f; : x — ' pour i € {0,1,2}.
n
b) En déduire que > (£ — :c)2 P i(z) = 2022) Hour o € [0,1].

n Y

Soit z € [0,1] et ¢ > 0.
15. Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1], si |[x—t| < a, alors |f(z)—f(t)| <

g

5.
On consideére les ensembles &1 = {k € [0,n] ; |§ —z|<a}let &, ={ke[0,n]; |% —z|>a
ainsi que les deux sommes

5= |7 (%) - 1) Pt
ke&

S:= |1 (2) - 10| Pusto)
kes&s

16 . a) Montrer que Sy < 245 et S < 5-

2no?

b) En déduire que (||Bn(f) — flloo)nen converge vers 0.
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