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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.
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Exercice 1. On munit R? de sa structure euclidienne canonique et on note (e, es,e3) sa base
canonique. On pose w = 2e1 + 3es + e3 et &2 le plan vectoriel d’équation 22 + 3y + 2z = 0. On
note s la symeétrie orthogonale par rapport au plan & et S la matrice de s dans la base (ey, e2, e3)
de R3.

1. Donner une base (u,v) du plan & et justifier, sans calcul, que (u,v,w) est une base de R3.
2. Ecrire la matrice S’ de la symétrie s dans la base (u,v,w).

3. En déduire la matrice S.

Exercice 2. Soient E un R-espace vectoriel, v un endomorphisme de F et P un polynoéme &
coefficients réels. On rappelle qu'un réel A est une valeur propre de u s’il existe un vecteur x non
nul tel que u(x) = Az.
1. Si X est une valeur propre de u, montrer que P()) est une valeur propre de P(u).
Indication : On pourra, si u(x) = Az, exprimer P(u)(x) en fonction de x.
2. On suppose que P(u) est ’endomorphisme nul.

a) Montrer que toute valeur propre de u est une racine de P.

b) Réciproquement, toute racine de P est-elle valeur propre de u?
3. On suppose dans cette question que F est un R-espace vectoriel de dimension impaire.

a) Montrer que x : R = R, ¢t — det(u — tIdg) est une fonction polynomiale qui admet une
racine réelle.

b) On suppose que u vérifie u® — u? + v — Id = 0. Déterminer I’ensemble des valeurs propres
de wu.

Probléme. (Résultant de deux polynomes)
Définition et propriétés

P

Soient p et ¢ deux entiers naturels non nulset P = > ax X* et Q = 3 b X* deux polynomes
k=0 k=0

de C[X], avec apbg # 0. Le résultant des polynomes P et () est le nombre complexe noté Res(P, Q)

défini par
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C’est un déterminant & p + ¢ colonnes, dont les g premiéres colonnes représentent les co-
efficients du polynéme P et les p suivantes représentent les coefficients du polyndémes @ ; les
positions non remplies étant des zéros.



Par exemple, si P=1+2X +3X?et Q =4+ 5X +6X2 4+ 7X3,

Res(P, Q) =
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La matrice servant a définir Res(P, Q) pourra étre notée Mp :
Res(P, Q) = det Mpg.

On note E = Cy_1[X] x Cp—1[X] et F = Cpqq—1[X]. Soit u application de E vers F' définie

pour tout (4, B) € E par u(A,B) = PA+ @QB.
1. Exprimer Res(P, @) en fonction de Res(Q, P).
2. Cas ou u est bijective.

a) Démontrer que u est une application linéaire.

b) Si on suppose que u est bijective, démontrer que P et Q sont premiers entre eux.

¢) Si on suppose que P et () sont premiers entre eux, déterminer Keru et en déduire que u est
bijevtive.
3. Matrice de .
On note & = ((1,0),(X,0),...,(X971,0),(0,1),(0,X),...,(0, XP~1)) une base de E et &' =
(1,X,...,XP*t=1) la base canonique de F.

a) Déterminer la matrice de u par rapport aux bases % et %',

b) Démontrer que Res(P, Q) # 0 si et seulement si P et ) sont premiers entre eux.
4. Racine multiple.

a) Démontrer qu’'un polynéme P de C[X] admet une racine multiple dans C si et seulement si
Res(P, P") = 0.

b) Application. Soient a, b deux nombres complexes. Déterminer une condition nécessaire et
suffisante sur (a,b) pour que le polynéme X3 + aX + b admette une racine multiple dans C.

Applications

5. Equation de Bézout.
Dans cette question, on note P=X*+X34+1et Q=X3—- X +1.

a) Démontrer, en utilisant la premiére partie, que les polynomes P et (Q sont premiers entre
eux.

b) On cherche un couple (Ag, By) de polynémes de C[X] tel que PAy + @By = 1. Expliquer
comment on peut trouver un tel couple en utilisant la matrice de w, puis donner un couple
solution.

¢) Déterminer tous les couples (A, B) de polynomes de C[X] vérifiant PA + BQ = 1.

6. Equation de courbe.
On identifiera dans cette question polynémes et fonctions polynomiales.

a) On considére la courbe I' de représentation paramétrique

_ _t2
{x@%_ﬁﬂ,VteR.

Etudier et construire la courbe T', on précisera les branches infinies. On pourra prendre /3 ~
1,7 et 371~ 0,8.
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b) Soient A, B, C, D des polynomes & coefficients réels. Pour tout (x,y,t) € R3, on pose
P(t) = B(t)r — A(t) et Q(t) = D(t)y — O(t). Etablir qu'un point M de coordonnées (z,y)
appartient & la courbe de représentation paramétrique

si et seulement si les polynémes P et () ont une racine commune.

¢) En déduire une équation cartésienne de la courbe I
7. Nombre algébrique.
En utilisant les polynomes P(X) = X% — 3 et Q,(X) = (y — X)? — 7, déterminer un polynéme
a coefficients entiers de degré 4 ayant comme racine v/3 + v/7. Quelles sont les autres racines de
ce polynéme?
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