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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.

Exercice 1. Soit E un R-espace vectoriel. On note Idg 'application identité de E dans E et 0
I’application nulle de E dans E. Ces deux applications sont des applications linéaires. Pour toute
application linéaire f de FE dans E, on note f° = Idg et pour tout entier naturel n, f** = fo f".

Partie I : Etude d’un cas particulier
Soit E=R3et f: E— E, (z,y,2) = (v + 9,2y, —x +y + 22).
1. Montrer que f est une application linéaire bijective.

2. Déterminer les réels A tels que f — Aldg ne soit pas injective.

3. On pose F; = Ker(f —1d) et Ey = Ker(f —21d). Soient les vecteurs u = (1,0,1), v = (1,1,0)
et w = (0,0,1).

a) Déterminer E7 et Fs en fonction de u, v et w.

b) En déduire que E = E| @ E».

Partie II : Application linéaire et Polynome annulateur

Dans cette partie, E est un R-espace vectoriel quelconque et f est une application linéaire
de E dans F telle que f2 —3f 4 2Id = 0. On note P = X2 — 3X + 2 € R[X].

4. On dit qu'un réel A est une valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul z € E tel que
f(x) = M.

a) Montrer que si A est une valeur propre de f, alors P(\) = 0.

b) En déduire les valeurs propres possibles des valeurs propres de f.
5.0npose g=f—1Idet h=f—21Id.

a) Identifier g — h et en déduire que £ =Im g + Im h.

b) Identifier go h et h o g et en déduire que Imh C Kerg et Im g C Ker h.

¢) Montrer que E = Ker g + Ker h.

d) En déduire que Ker g et Ker h sont supplémentaires dans F.

6 . a) Montrer qu'il existe deux suites réelles (an)n>0 et (bn)n>0 telles que
VneN, f"=a,f+b,1d.

b) Pour tout entier naturel n, exprimer f™ en fonction de n, f et Id.



Exercice 2. (Un peu de convexité)

1. Soient n un entier naturel non nul, (zx)reqin] e (Yk)re[1,n) deux familles de réels.
n 2 n n
a) Exprimer (Z xkyk> + > (wiyj — viz;)? en fonction de Y a7 et Y yi.
k=1 1<i<j<n k=1 k=1
n 2 n n
b) En déduire que <Z xkyk> <S> vk
k=1 k=1 k=1
k
2. Soit k un entier supérieur ou égal & 2. On définit les fonctions h : R — R, z +— > p® et
p=1
H =1In(h).
a) Etudier les variations de h, puis celles de H.
b) Etudier la convexité de H.

¢) En déduire que

1
2 k
le k+1 i k(kril) Z1 v’
p= p=
k L = 2 = pr S k ’
> 5 p=1 > P
p=1 p=1

Probléme. (Dénombrement de surjections)

Partie III : Préliminaires

Soient ¢, k, p trois entiers tels que 0 < g < k < p.

1. Montrer que (}) - (’;) = (g) . (g:g).

P
2. En déduire Y (—1)P~¢(}) (5) = 0pq, O Oy g = 0 si et seulement si p # q.
l=q

3. Soient n un entier naturel, (ax)refon] et (bk)refo,n) deux familles de réels. On suppose que

p P
pour tout entier p € [0,n], > (‘Z)aq = b,. Pour tout entier p € [0,n], exprimer Y (=1)P=*(?)by,

q=0 k=0
en fonction de a,.

Partie IV : Nombre de surjections
Pour tout (n,p) € (N*)?, on note S le nombre d’applications surjectives de [1,7] dans [1,p].

Par convention, on pose SO = Si =0 et S = 1.
4. Soit n € N*.

a) Déterminer S}, S2, Sm.

b) Soit p > n. Déterminer S5.

2
¢) Montrer que pour tout p € N*, p» = Y~ (P) Sk
k=1
d) On suppose n différent de 0. En déduire que

Vpel[ln], SP = zp:(—np—k @’) K

k=1
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5.a) On suppose que 2 < p < n. En considérant la restriction a [1,n — 1] d’une surjection de
[1,n] dans [[1, p], montrer que

Sh=p (ngl + ng) :

b) Cette relation est-elle encore vraie lorsque 1 < p <n?

¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, S;',; = §(n + 1)\

Partie V : Nombre de partitions

Soit n un entier naturel quelconque, £ un ensemble de cardinal n et k£ un entier naturel non
nul. On dit que {Ay,..., Ax} est une partition de E en k classes si et seulement si

k
1. U4 =E,
i=1
2. Viel[l,k], A; # 0,
3.V, 7€ [[1,/{3]], AiﬂAj = 0.
On note RE le nombre de partitions de E en k classes. On convient que R) = 0si n > 1 et

RY = 1. On note R(n) le nombre de partitions de E et on convient que R(0) = 1.
6. Montrer que pour tout (n,k) € N? tel que n < k, alors RF = 0.

n
7 . a) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n) = > RE.
k=0

n

b) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n+1) = Y (})R(k).
k=0

¢) Calculer R(n) pour n € [1, 6].
d) Montrer que pour tout entier n > 5, alors R(n) > 2.
e) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n) < n'".

k
8. Montrer que pour tout (n,k) € N2, RF = %’;
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