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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.

Exercice 1. Déterminer un développement limité de €“*® & l'ordre 5 en 0.

Probléme. (Nombres Algébriques) Soit z un nombre complexe. On dit que z est algébrique §’il
existe un polynome non nul P a coefficients dans Q tel que P(z) = 0. Un nombre complexe qui
n’est pas algébrique est dit transcendant. On note Q I’ensemble des nombres algébriques.

Dans tout le probléme, C est considéré comme un Q-espace vectoriel, c’est-a-dire que les
scalaires sont toujours des nombres rationnels.

Partie I : Nombres algébriques

1. Montrer que o € C est algébrique si et seulement s§’il existe un entier naturel p tel que la
famille (1, c, ..., aP) soit liée.

Soit a un nombre algébrique et d le plus petit des entiers naturels p > 1 tels que la famille
(1, v, ...,aP) soit lice. On dit que d est le degré de a.

2. Caractériser les nombres algébriques de degré 1.
3. Montrer que /3 est algébrique de degré 2.
4. Le nombre complexe ¢ est-il algébrique 7 Si oui, quel est son degré?

5. Soit a € C. Montrer que « est algébrique de degré 2 si et seulement si « est racine d’un
trinome X2 +mX + p € Q[X] dont le discriminant A = m? — 4p n’est pas le carré d’un nombre
rationnel.

Partie II : Q[a] sous-corps de C
Soit a un nombre algébrique de degré d. On note Q[a] = Vect{1,q,...,a% '}
6. Montrer que (1,q,...,a% 1) est une base de Q[a].

7. Montrer que pour tout entier naturel n, o™ € Q|a].

8. Pour tout 8 € Q[a], on définit fz : Qla] — Q[a] par fz(z) = Bz.
a) Montrer que fg est bien définie.
b) Montrer que si 3 # 0, alors fg est un automorphisme d’espace vectoriel.

9. Déduire de la question précédente que Q[a] est un corps.

Partie I1I : Polynome minimal

Soit o un nombre algébrique de degré d. On note I, = {P € Q[X] ; P(a) = 0}.

10 . a) Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire m, € I, tel que pour tout Q € I,,
deg m,, < deg @. Ce polynéme s’appelle le polynéme minimal de .



b) En déduire que degm, = d.
¢) Montrer que m, est irréductible sur Q.

d) Montrer que « est une racine simple de 7.
11. Soit P € Q[X]. Montrer que P € I, si et seulement si 7, divise P.
12. Montrer que X? — 5 est irreductible sur Q. En déduire que /5 est algébrique de degre 3.

Partie IV : Le corps Q

Soient o un nombre algébrique de degré p et S un nombre algébrique de degré ¢q. On note
Qla, 5] le sous-espace vectoriel de C engendré par {akﬁn, n, k€ N}.

13. Montrer que la famille (akﬁn)ogkgp_Logngq_l est une partie génératrice de Q[a, 3].
14. Montrer que Q[a, f] est un sous-espace vectoriel de C stable par multiplication interne.
15. En déduire que Q[o, 8] C Q.

16. Montrer que Q[a, 8] est un corps.

17. En déduire que Q est un corps.

Partie V : Nombres de Liouville

On cherche & montrer que Q # C. Soit S un polynéme de Q[X] irréductible de degré n > 2.

18. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul Cg tel que pour tout r = % € Q (ou (p,q) €

Z x N*),
1

Csq™

1S(r)| =

19. On suppose que S admette une racine réelle a. Montrer qu’il existe une constante strictement
positive K telle que pour tout r = g €la—1,a+1],

|a—r\2—n.
q

n
20. Soit (t,)nen la suite de nombres réels définie pour tout n € N par ¢, = > 107+
k=0
a) Montrer que la suite (¢,) est convergente. On notera ¢ sa limite.

b) Montrer que pour tout n € N,
It —t,| <2-10-(+DY

¢) En déduire que t est un nombre transcendant.

8.a) Soit (3, 2) € Q[a)?. D’aprés la définition de Q[a], il existe (\;, 1i)ieo,d—1] € Q% tels que

d—1
B = Aiaza
=0
d—1
z= piadt.
=0
Ainsi, fg(z) = Y. Xipja'tI. Or, d’aprés la question précédente, pour tout (i, j) € [0,d—1],

0<i,j<d—1
a7 € Q[a]. Ainsi, comme Q[a] est un espace vectoriel,
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V 2 € Qla], f5(2) € Qla].

b) Soit 8 # 0.
e D’aprés la définition, Q[a] est un espace vectoriel.
e Comme C est un corps, la multiplication est distributive par rapport a ’addition et fg est
linéaire.
e Comme 8 # 0 et C est integre, alors Ker fg = {0}.
Ainsi, fg est un endomorphisme injectif en dimension finie, donc, d’aprés le théoréme du rang,

’ f3 est un automorphisme. ‘

9. Montrons que Q[«] est un sous-corps de C.

D’apres la définition, Q[a] C C.

Comme (Q|a], +, ) est un espace vectoriel, (Q[a],+) est un sous-groupe de (C, +).
D’apres la question 7., Q[a] est stable par multiplication.

D’apreés la définition de Q[a], 1 € Q|a.

Soit 8 € Qo] tel que B # 0. Alors, d’apres la question précédente, fz est bijective, donc
surjective et il existe z € Q[o] tel que fg(z) = 1. Ainsi, 8-z =2z =1 et § est inversible
dans Q[a].

Finalement,

’Q[a] est un corps. ‘

10. a) Notons A = {deg P, P € I, ; P # 0}.

e ACN.

e D’apreés la question 1., comme « est algébrique, A # ().
Ainsi, il existe Py € I, non nul tel que deg Py soit minimal. Notons 7, le polynome unitaire
obtenu en divisant Py par son coefficient dominant. Alors,

’V Q € I, unitaire, deg @ > degm,. ‘

Soit @ € I, unitaire tel que deg QQ = deg 7. Posons R = Q — m,. Comme @ et 7, sont unitaires,
alors deg R < deg 7. De plus, R(a) = 0. Ainsi, R =0 et Q = 7,.
Finalement,

’3 T unitaire ; V Q € I, deg@Q > degwa.‘

b) D’aprés la question 1., il existe P € 7w, tel que deg P = d. De plus, s’il existe () € I, non
nul, de degré ¢, tel que Q(a) = 0, alors la famille (1,...,a97!) est liée. Ainsi,

¢) Soit (P,Q) € Q[a]? tels que 7o, = PQ. Alors, P(a)Q(a) = 0. Ainsi, si P(a) = 0, alors
P € I,. Ainsi, soit P est nul, soit deg P > deg m, et deg P = degm,,. Ainsi, P et m, sont associés
et

’ T, est irréductible. ‘

d) Si « est une racine double de 7y, alors 7, (a) = 0. Ainsi, 7, € Q[X], 7, € I, et degn), <
deg 7y, soit w, = 0, ce qui est impossible. Ainsi,

’04 est racine simple de 7. ‘
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11. On raisonne par double implication.
(<) Evident (mais & rédiger rapidement. . .)
(=) Soit P € I,. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe (Q, R) € Q[X]? tel
que P = Qmy+ R et deg R < deg . Ainsi, R(«) = 0, soit R € I, et deg R < deg 7, donc
R =0. D’ou my|P.
Finalement,

(Pel, & mlP|

12. Montrons que X3 — 5 est irréductible sur Q[X]. Soit (P, Q) € Q[X] tel que X3 —5 = PQ et
P, @ non associés a X3 — 5. Alors, un des polynémes est de degré 1. Or, les racines de X2 — 5
sont \3/5, 5’/5]' et \3/53'2. Ces racines ne sont pas dans Q. On obtient ainsi une contradiction et
X3 — 5 est irréductible.

Comme Ty divise X3 — 5 et X3 — 5 est irréductible, alors Tys = X3 —b5et

V/5 est algébrique de degré 3.

13. Conséquence immeédiate de la question 7.

14. Par définition, Q[«, 5] est un espace vectoriel. La stabilité par multiplication est identique a
celle du 8.a).

15. Soit z € Q[a, f]. Comme Q[a, (] est un espace vectoriel de dimension finie, disons d, alors la
famille (1,...,2%) est liée et = est algébrique. Ainsi,

Qla, 8]l C Q.

16. Cf. question 8.b), il faut introduire la fonction fg.

17. Montrons que Q est un corps.

e QCC.
e 1cQ.
e Soit (a, B) € Q. Alors, (a, B) € Q[a, B]? et, d’aprés la question précédente,
- a— 6 € @[O[,ﬂ] Cf@,
- O"B € Q[Oé,ﬂ] C@a
- a !l eQla,p] CQ.
Finalement,

Q est un corps.

n
18. Soit r = % € Q. Notons S = > ap X" et Cg le plus petit commun multiple des dénominateurs
k=0
des (ax)refo,n]- Alors,

1S(r)| =

> (2)

1 & k _n—k
= 705 > awCipq
k=0
1
-_ anS7
n
car | Y apCspFq"*| € N*. En effet, S est irréductible sur Q et de degré supérieur & 2, donc il
k=0

n’admet pas de racine rationnelle. Finalement,
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30y ; Vrzge@, 1S(r)] >

1
qun'

19. Comme S est de classe € sur le segment [a— 1, a+ 1], d’aprés I'inégalité des accroissements
finis, S est lipschitzienne sur [« — 1, 4+ 1]. Ainsi, il existe un réel k& > 0 tel que pour tout
rela—1,a+1j,

|S(r) = S(a)| < klr — al.

Alinsi,

p
vri=Lela—la+1],|a—r > .
r= [ a+1], |a r“k;(]gq”

20 . a) La suite (¢,) est croissante. De plus, pour tout k& € N, 107" < 107%. Ainsi, comme la
somme de la suite géométrique (107%)zen converge, alors

’ (tn)nen est convergente. ‘

b) Soit (p,n) € N? tel que n < p. Alors,

p
[ty =t = > 10"
k=n+1
p—n+1

§10_(n+1)! Z 10—k}

k=0
!

< 2. 107(n+1)

Finalement, comme (t,) converge vers ¢, alors

VneN,|t—t,] <2-10-"+D

¢) Supposons par I'absurde que t soit algébrique de degré supérieur & 2. Alors, & partir d’un
certain rang, t, € [t — 1,t 4+ 1] et

Alinsi, en utilisant la question précédente, on obtient une contradiction et

’t est un nombre transcendant.
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