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Partie I : Formule de Wallis

w/2
Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / sin” t dt.
0

1. Calculer Wy, Wy et Wh.
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2. Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que pour tout n > 2, nW,, = (n — 1)W,,_o.

3. En déduire que pour tout n € N,

T (2n)! 22 (n!)?

t W- = —— .
2 & Wontl (2n+1)!

Wen = 2 22n(n!)

4. La formule de Wallis.
a) Montrer que pour tout n € N, Wop, 4o < Wopi1 < Wa,,.
b) En déduire la formule de Wallis
22(nl)? [«

m ——=— .
n—oo (2n)ly/2n + 1 2

Partie II : Formule de Stirling

. n 1
Pour tout entier naturel non nul n, on note u,, = (5) e
) n N

5. Convergence de suite.

a) Etudier la monotonie de la fonction ¢ : [1,4o00[— R définie pour tout z € [1, +oo[ par

plr) = (14 3)7"%.

b) Montrer que la suite (up)pen+ est décroissante. En déduire qu’elle est convergente. Nous

noterons ¢ sa limite.

6. Pour tout entier naturel k, on note hy la fonction affine vérifiant
hi(k) =Ink, hp(k+1) =In(k + 1).

a) Montrer que pour tout ¢ € [k, k + 1],

0 < In(t) — hi(t) < (t — k) <;—1>.

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul n,

n—1

" In(k+1)+Ink 1
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¢) En déduire que pour tout entier naturel non nul n,

n\" 1
ln(—) —lnn!+ln\/ﬁ<—§
e
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7. Détermination de /.
a) Montrer que pour tout n € N*| /e < uy,.
b) En déduire que £ est non nul et que n! ~ £ (g)n Vn.
¢) En utilisant la formule de Wallis, identifier ¢. En déduire la formule de Stirling
nl ~2mn (ﬁ>n .
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