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Soient a, b deux réels tels que a < b et f une application de [a, b] dans R. Pour toute fonction
continue g : [a, b]→ R, on note ‖g‖∞ = max

x∈[a,b]
|g(x)|.

1. Montrer que cette quantité est bien dé�nie.
Soient n un entier naturel et (x0, . . . , xn) ∈ [a, b]n+1 des réels deux à deux distincts. On note,

∀ x ∈ [a, b], qn(x) =
n∏

j=0

(x− xj).

2. Montrer qu'il existe une constante M0 ∈ R (indépendante des (xi)i∈J0,nK) telle que

‖qn‖∞ 6Mn+1
0 .

Pour tout entier i ∈ J0, nK, on note Li : [a, b]→ R, x 7→
∏

j∈J0,nK, j 6=i

x−xj

xi−xj
. On rappelle qu'il existe

un polynôme Pn de degré au plus n tel que pour tout i ∈ J0, nK, Pn(xi) = f(xi). Il sera appelé
polynôme d'interpolation de Lagrange.

Partie I : Un exemple de convergence uniforme

On suppose dans cette partie que f est une fonction de classe C∞ sur [a, b] et que toutes les
dérivées de f sont majorées, sur [a, b], par une même constante M .

3. Soit x ∈ [a, b]\{x0, . . . , xn}. On note ϕ la fonction dé�nie par

∀ u ∈ [a, b], ϕ(u) = f(u)− Pn(u)−
f(x)− Pn(x)

qn(x)
qn(u).

Montrer qu'il existe un réel v ∈ [a, b] tel que

f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(v)

(n+ 1)!
qn(x).

4. En déduire que la suite (‖Pn − f‖∞)n∈N converge vers 0.

Partie II : Un exemple de divergence

Dans cette partie, on pose a = −1, b = 1, f : x 7→ |x| et ∀ n ∈ N, ∀ i ∈ J0, nK, xi = −1 + 2i
n+1 .

5. Soient p, q deux entiers naturels tels que 0 6 p < q. Montrer que

p∑
k=0

(−1)k
(
q

k

)
q − 2k − 1

k + 1
= 1 + (−1)p

(
q − 1

p

)
q − 2p− 2

p+ 1
.

6 . a) Soit m =
⌊
n−1
2

⌋
. On pose

A(n) =
m∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
n− 2k − 1

k + 1

B(n) =

n∑
k=m+1

(−1)k
(
n

k

)
n− 2k − 1

k + 1
.
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b) Calculer A(n) +B(n).

c) Montrer que Pn(1) = A(n)−B(n).

d) En déduire que Pn(1) = 1 + 2(−1)m
(
n−1
m

)
n−2m−2

m+1 .

7. Donner un équivalent de |f(1)− P2n+1(1)| lorsque n tend vers l'in�ni.

8. En déduire que (‖Pn − f‖∞)n∈N ne converge pas vers 0.
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