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D.M. 17 Exemple de polynome annulateur 2%h
a rendre le lundi 03 mars 2014

Soit F un R-espace vectoriel. On note Idg 'application identité de E dans E et 0 'application
nulle de E dans E. Ces deux applications sont des applications linéaires. Pour toute application
linéaire f de E dans E, on note f° = Idg et pour tout entier naturel n, f**1 = fo f".

Partie I : Etude d’un cas particulier
Soit E=R3et f: E— E, (z,y,2) = (v + 9,2y, —x +y + 22).
1. Montrer que f est une application linéaire bijective.

2. Déterminer les réels A tels que f — Aldg ne soit pas injective.

3. On pose E; = Ker(f —1d) et Ey = Ker(f —21d). Soient les vecteurs v = (1,0,1), v = (1,1,0)
et w = (0,0,1).

a) Déterminer E7 et Fs en fonction de u, v et w.

b) En déduire que E = E| & E».

Partie II : Application linéaire et Polynome annulateur

Dans cette partie, F est un R-espace vectoriel quelconque et f est une application linéaire de F
dans F telle que f2 —3f+2Id =0. On note P = X2 — 3X + 2 € R[X].

4. On dit qu'un réel A est une valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul z € E tel que
f(z) = Az

a) Mountrer que si A est une valeur propre de f, alors P(\) = 0.

b) En déduire les valeurs propres possibles des valeurs propres de f.
5.0npose g=f—1Idet h=f—21Id.

a) Identifier g — h et en déduire que £ =Im g + Im h.

b) Identifier go h et h o g et en déduire que Imh C Kerg et Im g C Ker h.

¢) Montrer que E = Ker g + Ker h.

d) En déduire que Ker g et Ker h sont supplémentaires dans F.

6 . a) Montrer qu’il existe deux suites réelles (an)n>0 et (by)n>o telles que
VneN, f"=a,f+b,1d.

b) Pour tout entier naturel n, exprimer f™ en fonction de n, f et Id.
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