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H B B
Soit z un nombre complexe. On dit que z est algébrique §’il existe un polynéme non nul P
a coefficients dans Q tel que P(z) = 0. Un nombre complexe qui n’est pas algébrique est dit
transcendant. On note QQ ’ensemble des nombres algébriques.

Dans tout le probléme, C est considéré comme un Q-espace vectoriel, c’est-a-dire que les scalaires
sont toujours des nombres rationnels.

Partie I : Nombres algébriques

1. Montrer que o € C est algébrique si et seulement s’il existe un entier naturel p tel que la
famille (1, c,...,aP) soit liée.

Soit « un nombre algébrique et d le plus petit des entiers naturels p > 1 tels que la famille
(1, v, ..., aP) soit lice. On dit que d est le degré de a.

2. Caractériser les nombres algébriques de degré 1.
3. Montrer que v/3 est algébrique de degré 2.
4. Le nombre complexe i est-il algébrique 7 Si oui, quel est son degré?

5. Soit a € C. Montrer que « est algébrique de degré 2 si et seulement si a est racine d’un
trinome X2 +mX + p € Q[X] dont le discriminant A = m? — 4p n’est pas le carré d'un nombre
rationnel.

Partie II : Q[a] sous-corps de C

Soit o un nombre algébrique de degré d. On note Q[a] = Vect{1,,...,a% 1}
6. Montrer que (1,q,...,a% 1) est une base de Q[a].
7. Montrer que pour tout entier naturel n, a” € Q[a].
8. Pour tout 8 € Q[a], on définit fz : Qla] — Q[a] par fz(z) = B=.
a) Montrer que fg est bien définie.

b) Montrer que si 3 # 0, alors fg est un automorphisme d’espace vectoriel.

9. Déduire de la question précédente que Q[a] est un corps.

Partie I11I : Polynéme minimal

Soit o un nombre algébrique de degré d. On note I, = {P € Q[X]; P(a) =0}.

10 . a) Montrer qu’il existe un unique polyndéme unitaire 7, € I, tel que pour tout Q € I,
deg m, < deg Q. Ce polynome s’appelle le polynéme minimal de a.

b) En déduire que degw, = d.
¢) Montrer que m, est irréductible sur Q.

d) Montrer que « est une racine simple de 7.
11. Soit P € Q[X]. Montrer que P € I, si et seulement si 7, divise P.
12. Montrer que X? — 5 est irreductible sur Q. En déduire que /5 est algébrique de degré 3.

Partie IV : Le corps Q
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Soient v un nombre algébrique de degré p et 5 un nombre algébrique de degré . On note Q|«, 5]
le sous-espace vectoriel de C engendré par {akﬂn, n, k€ N}.

13. Montrer que la famille (&*8™)o<k<p—1.0<n<q—1 St une partie génératrice de Qe 3].
14. Montrer que Q|a, 8] est un sous-espace vectoriel de C stable par multiplication interne.
15. En déduire que Q[o, 8] C Q.

16. Montrer que Q|a, 8] est un corps.

17. En déduire que Q est un corps.

Partie V : Nombres de Liouville

On cherche & montrer que Q # C. Soit S un polynome de Q[X] irréductible de degré n > 2.

18. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul Cg tel que pour tout r = % € Q (ou (p,q) €

Z x N*),
1

Csq™

1S(r)| =

19. On suppose que S admette une racine réelle a. Montrer qu’il existe une constante strictement
positive K telle que pour tout r = g €la—1,a+1],

|a—r\>q—n.

n
20. Soit (t,)nen la suite de nombres réels définie pour tout n € N par ¢, = > 107
k=0

a) Montrer que la suite (,,) est convergente. On notera ¢ sa limite.

b) Montrer que pour tout n € N,
It —t,] < 2- 10 (DY,

¢) En déduire que t est un nombre transcendant.
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