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H B B
L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la présentation et a la rédaction.

Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.

L’exercice et les deux problémes sont indépendants.

Exercice 1. (Deux petits calculs)
1. Déterminer le développement limité a ’ordre 4 en 0 de v/1 + cosz.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 329 par 7.

Probleéme. (Résolution d’une équation différentielle) Dans tout le probléme, on note f la fonction
définie sur R4 par

ST gi x>0
— x
f(x)—{l six=0.
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel et I,, = [n7, (n + 1)7].

Partie I : Allure du graphe de f

1. Montrer que f est une fonction de classe €' sur R, .

2. a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, I’équation x cos x = sin x posséde une unique
solution dans 'intervalle I,. Cette solution sera notée x,,.

b) Déterminer un équivalent de x,, lorsque n tend vers +oc.

3. On suppose dans cette question que n est non nul. Déterminer les variations de f sur I'intervalle
Iy, puis sur les intervalles Io,_1 et Io,.

4. Donner l'allure du graphe de f.

Partie II : Isomorphisme

On considére 'application ® de R[X] dans lui méme définie par

v P e R[X], ®(P) =P+ P'.

5. Montrer que ® est un endormorphisme du groupe (R[X],+) et que

V (A, P) € R x R[X], ®(AP) = A®(P).

6. Montrer que ® est injectif.

7 . a) Montrer que tout polyndéme constant admet un antécédent par .

b) Soit P un polynoéme de degré n + 1. Montrer qu’il existe un polynome @ tel que P — ®(Q)
appartienne a R, [X].
¢) En déduire que ® est un isomorphisme de R[X].
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Partie III : La fonction sinus et les polynémes

(n+2)

8. Exprimer sin en fonction de sin(™.

9. Soient U et V' des polynémes de R[X] tels que
VaeR, U(x)sine + V(x)cosz = 0.
Montrer que U et V sont nuls.

Partie IV : Une suite de polynomes

On note g la restriction de f a ]0, +ool.

10 . a) Montrer qu’il existe deux suites de polynomes (P,)nen et (Qn)nen telles que

P, (z)sin™ (z) + Qy () sin™ Y (2)
pn+1 '

VreR:, g™ (z)=

b) Montrer que ces deux suites sont uniques.
¢) Déterminer les expressions de P11 et Q41 en fonction de P, et Q.
d) Déterminer P; et Q; pour tout i € {0,1,2}.
11. Déterminer la parité, le degré et le terme de plus haut degré de P, et de Q.

12 . a) En écrivant que, pour tout x > 0, zg(x) = sinzx, donner une expression de sin™*t1 en
fonction des dérivées de g.
b) En déduire d’autres relations reliant P, Qn, Pphy1 €t Qni1-
13. a) Montrer que P} = Q.
b) Montrer que P, + P/ = X",
14. Montrer que P, est I'unique solution de I’équation ®(Q) = X".
15. On note P, = ki apX*. A Taide de la relation ®(P,) = X", déterminer les valeurs des
=0

coefficients de P.
L’expression fera intervenir des factorielles et / ou des puissances, mais pas de signe [].

16. Déterminer les solutions réelles de 1’équation différentielle y” + y = 2.
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Probléme. (Autour de la somme des diviseurs d’un entier naturel) Les deux parties de ce probléme
sont indépendantes.

Pour tout entier naturel non nul n, on note Z(n) 'ensemble des entiers naturels diviseurs de n
et o(n) la somme de ses diviseurs, i.e.

o(n) = Z k= Z k.
ke2(n

) kln

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Partie I : Une majoration.

M=
=3

1. Montrer que o(n) <

>
Il

1

2. En déduire que o(n) < n(1+ lnn).

N

Partie II : Une équation

Pour tout entier naturel ¢, on note f(¢) = sup{n € N*; o(n) < ¢}. Pour tout k € N*, on note
&), 'ensemble des solutions de I’équation ¢ — f(q) = k.

3. Premiéres constatations.
a) Déterminer f(1).
b) Pour tout entier naturel p non nul, montrer que f(p) est bien défini.

4. Montrer que pour tout entier naturel p premier, p+ 1 € &.

Soit k > 2. On souhaite montrer que & est infini. On désigne par &, 'ensemble des entiers
naturels premiers. Pour tout n € N, on pose p, =max{p € Z; ; p<nl—(k+1)}.

5. Montrer qu’il existe un rang ng & partir duquel p, est bien défini.
6. Déterminer la limite de la suite (pn)n>n,-

7. Soit m € [1,k — 1] et n > k.

a) Si p, + m < n! — (k+ 1), montrer que p, + m n’est pas premier.

b) Si p, + m > n! — k, montrer qu'il existe i € [2, k] tel que p, + m = n! —i. En déduire que
Pn -+ m n’est pas premier.

8. Déterminer f(p, + k).

9. Conclure.
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