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L'objet de ce problème est l'étude de la fonction f dé�nie pour tout réel x positif par

f(x) =
ex − 1

ex − x
.

On note C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

Partie I : Questions préliminaires

1. Soit g la fonction dé�nie pour tout réel x positif par g(x) = ex − x− 1.

a) Pour tout réel x positif, déterminer le signe de g′(x). En déduire le sens de variations de g.

b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, le signe de g(x).

2. Soit h la fonction dé�nie pour tout réel x positif par h(x) = (2− x)ex − 1.

a) Étudier la fonction h et dresser son tableau de variations.

b) Montrer que l'équation h(x) = 0 admet une unique solution α > 1.

c) Préciser, en fonction des valeurs du réel x positif, le signe de h(x).

Partie II : Étude de la fonction f et tracé de la courbe C

3 . a) Montrer que la fonction f est bien dé�nie sur R+.

b) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +∞ et déterminer géométriquement le
résultat obtenu.

c) Pour tout réel x positif, calculer f ′(x).

d) Dresser le sens de variations de f .

4. En utilisant la fonction g, déterminer, suivant les valeurs du nombre réel x positif, la position
de C par rapport à la droite D d'équation y = x.

5 . a) Préciser l'équation de la tangente de C au point d'abscisse 0.

b) Tracer C , en faisant �gurer sur le dessin la droite ∆ d'équation y = 1 ainsi que tous les
éléments obtenus au cours de l'étude.

Partie III : Étude de la suite un =

∫ n

0
[f(x)− 1] dx.

6. Déterminer une primitive de la fonction f . En déduire, pour tout entier naturel n, une expres-
sion de un en fonction de n.

7. Déterminer la limite de la suite (un) lorsque n tend vers +∞.

8. Interpréter géométriquement le réel un−u1 puis le résultat obtenu dans la question précédente.
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