STANISLAS Devoir a la Maison MPSI 1
D.M. 12 Une définition de la fonction exponentielle 3h
Non relevé

Dans ce probléme, il est interdit d'utiliser les fonctions exponentielle et logarithme. L’objectif de
ce probléme est de construire de facon différente de celle vue en cours ces fonctions.
Pour tout couple (z,n) € R x N*, on pose e, (z) = (14 £)".
L’ensemble des réels z tels que (e,(x)),en+ soit une suite convergente est noté E. Si x € E, on
note e(z) = lim e,(x).

n——+00

Partie I : Convergence d’une suite

1. Montrer que 0 € E et déterminer e(0).

2. On souhaite montrer 'inégalité de Bernoulli
V (2, k) €] — 1, +00[xN*, (1+2)* > 1+ ka.

a) Soit y € R4 et n € N*. Montrer que

n—1 n—1k—1
-1 =@w-1> >y
k=0 k=1 j=0

b) En déduire que pour tout (y, n) € Ry x N, 4" —1—n(y—1) > 0.
¢) En déduire I'inégalité de Bernoulli et préciser les cas d’égalité.
Pour tout x € R, on note n, Pentier qui vaut 1six > 0et ||z|] +1si z <O0.

3. Monotonie. Soit = € R.
a) Montrer que (e, (2))n>n, est une suite & valeurs strictement positives.

b) En utilisant 'inégalité de Bernoulli, montrer que la suite (€,(x))n>n, est croissante.

4. Convergence. Soit € R*. Pour tout entier naturel n > n,, on pose v,(x) = (1 — %)_n
a) Montrer que la suite (v, (z))n>n, est décroissante.

b) Montrer que pour tout n > |z,

x2

0 < vp(z) —en(z) <vp(z) - —

¢) En déduire que la suite (e,(x))pen+ converge.

Partie I : Etude de la fonction ¢
D’aprés la partie précédente, E = R. On note ainsi e : R — R, z — e(x).
5. Montrer que la fonction e est a valeurs dans R .
6. Montrer que e est strictement monotone et préciser sa monotonie.

7. Montrer que
a)VzeR 1+2<e(x).
b) V<l elz)< L.
8. Montrer que pour tout réel z, e(z) - e(—x) = 1.

9. Propriété de morphisme.
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a) Montrer que pour tout n € N* et pour tout = €] — 1, 1],

b) En déduire que si (an)nen+ est une suite réelle de limite nulle, alors lirf en(ay) = 1.
n—-—+0oo

¢) En déduire que
V (2,y) € R?, e(x)e(y) = e(x +y).

Partie III : Régularité

10. Limites. Soit (a;,)nen une suite tendant vers +oo.
a) Montrer que la suite (e(ay))nen admet une limite en +oo et déterminer sa limite.

b) Méme question avec la suite (e(—ay,))nen-

¢) Soit m € N. Déterminer, si elle existe la limite de la suite ( (eogf:;ﬁ)

11. Montrer que pour tout z €] — 1, 1],

12. En déduire que la fonction e est dérivable en 0 et déterminer €’(0).

13. Montrer que la fonction e est dérivable sur R et déterminer €.

Partie IV : Suite & Série

n
Soit « € R. Pour tout n € N, on pose w,(x) = %1:
k=

0
14. Montrer que pour tout z > 0 et pour tout (n,p) € (N*)2,

en(®) < wn(z) < enip().

15. En déduire que, pour tout z > 0, la suite (w,(x)),en converge et déterminer sa limite.

16. Montrer que, pour tout n € N et pour tout z € R,
[wn () — en ()| < wn(lz]) — en(|]).

17. En déduire que

VxeR, ngrfoo wy(z) = e(x).

Partie V : Question subsidiaire

*

18. Quelle est la limite de la suite définie pour tout n > 1 et pour tout € R} par h,(z) =

n(Yx—1)7
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