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Soit x un réel. Pour tout n € N*, on note u,, = . On propose de construire une bijection s de

+o00
N* dans N* telle que ) uy,) = 2. On définit simultanément par récurrence les suites d’entiers
=1

n=
naturels (pn)neN, (Gn)nen €t (Sn)nen+ et une suite (Sy,)nen de réels par
* poqu:S():O.
* Pour tout n € N, si S, > x, alors

Gn+1 = 1+ qny Dnt1 = Py Snt1 = 2Gny1 — 1.

Sinon,
dn+1 = 4n, Pn+1 = 1+ pn, Sn+1 = 2pn+1-

Dans les deux cas, Sp41 = Sn + us,, ;-
Partie I : Préliminaires

1. Algorithmique.

a) Ecrire une fonction suite, en langage Python, qui prend en argument z et I'entier n et qui
renvoie le couple de listes : ([s1,---,s,1, [So,---,Sn]).

b) En utilisant la fonction précédente, pour x = —1 et n = 70, et en tragant les points de
coordonnées (n, Sy )n>0, on obtient le résultat graphique suivant.
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Que constate-t-on pour la suite (Sy,)nen ? Expliquer le principe de 1'algorithme.

2. On pose dorénavant, pour tout n € N, s(n) = s,,. Prouver que, pour tout n > 1,
(7). {s(1),...,s(n)} ={2,4,...,2p,} U{1,3,...,2¢, — 1}.
(ii). pn + qn = n.

(i1). S =3 Uggp).
k=1

3. Démontrer qu'une suite d’entiers convergente est constante a partir d’un certain rang.
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Partie 11 : Bijection

4. On se propose de démontrer que la suite (p,)nen croit vers +oo.
a) On suppose dans un premier temps que cette suite est majorée. Utiliser la question précé-
dente pour démontrer qu’il existe un entier naturel ng tel que pour tout n = ng,

n—1

1
Sn > ot S =Sy = ) %y + 2k — 2ng + 1

k=ng

En déduire une contradiction.
b) Déduire du raisonnement précédent que la suite (py,)nen diverge vers +oo.

5. Justifier rapidement que (gy)nen tend vers +oo.

6. Déduire de ce qui précéde que s est une bijection de N* dans lui-méme.

Partie III : Convergence
7. Démontrer que, pour tout n > 0,
|Snt1 — 2 < |Sh — 2| ou [Sny1 — 2] < [ugiin)l-
8. En déduire que pour tout naturel N, il existe un entier n > N tel que
[Sn1 = ] < Jus(nin)l-

9. Justifier ’existence d’un entier ng tel que pour tout n = ng, pp, = 1 et ¢, > 1.

10. Soit n > ng. On note v, = max{[S, — x|, [uzp, .|, |u2g, . —1|}. Montrer que (vp)n>n, est
décroissante. En déduire qu’elle converge vers 0.

11. Démontrer que (S,) converge vers x et conclure.
Partie IV : Complément

n
12. Démontrer 'existence d’une constante v > 0 telle que > + = Inn+v+0(1) quand n — +oo.
k=1

n
13. Donner un développement analogue pour »_ ﬁ en fonction de ~.
k=1

14 . a) Justifier, pour tout entier naturel n tel que p, > 1 et g, > 1, ’égalité

Pn 1 dn 1
Sn=2 55 T a1
k=1 k=1

b) En déduire que

1 Dn
S| —In2 + o(1).
S 2n<n—pn> n2+ o(1)

¢) En déduire un équivalent simple de p, et de q,.
d) Déterminer la limite de

lorsque n tend vers +oo.
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