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L'usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra être apporté à la présentation et à la rédaction.

Si vous constatez ce qui vous semble être une erreur d'énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés à prendre.

� � �

Exercice 1. (Résolution d’équations)

1. On considère l'équation d'inconnue réelle

arcsin(x) + arcsin
(x

2

)
=
π

4
.

a) Montrer très rapidement que l'équation admet une unique solution x0 ∈
]
0,
√
2
2

[
.

b) Exprimer x0 à l'aide de racines carrées.

2. Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 2 et ω = e
2iπ
n . On pose S =

n−1∑
k=0

(k + 1)ωk.

Calculer (1− ω)S puis en déduire l'écriture algébrique de S.

Exercice 2. (Réponse à une fonction échelon) Dans tout l'exercice, ω désigne un réel strictement
positif.

1. Préliminaires.
a) Montrer que pour tout u ∈ R+,

|u− sin(u)| 6 u3

6
.

1− cos(u) 6
u2

2
.

b) Déterminer, lim
x→0

cosx−1
x2 .

Pour tout ε > 0, on note gε la fonction dé�nie par,

gε(t) = 0, si t 6 0

gε(t) =
t

ε
, si 0 < t < ε

gε(t) = 1, si ε 6 t.

On considère l'ensemble des fonctions à valeurs réelles solutions de l'équation di�érentielle

y′′ + ω2y = gε. (1)

2. Représenter graphiquement la fonction gε dans un repère orthonormé.

3. Restrictions. Soit ε > 0.

a) Résoudre l'équation di�érentielle (1) sur ]0, ε[.

b) Résoudre l'équation di�érentielle (1) sur ]ε,+∞[.
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4. Soit ε > 0. Montrer qu'il existe une unique fonction de classe C 2 solution de l'équation
di�érentielle (1) sur R telle que pour tout t 6 0, yε(t) = 0. Cette solution sera notée yε. En
particulier, montrer qu'il existe des constantes (λ, µ) ∈ R2 à expliciter en fonction de ω et ε telles
que

yε(t) =


0 si t 6 0,
1

ω3ε
(ωt− sin(ωt)) si 0 6 t 6 ε,

λ− sin(ωε)
ω3ε

cos(ωt) + µ sin(ωt) si ε 6 t.

On note Y la fonction dé�nie pour tout t 6 0 par Y (t) = 0 et Y (t) = 1−cos(ωt)
ω2 sinon.

5. Montrer que pour tout t ∈ R, lim
ε→0
|yε(t)− Y (t)| = 0.

6. Convergence uniforme.
a) Montrer qu'il existe une constante α telle que pour tout ε ∈]0, 1], sup

t∈R
|yε(t)− Y (t)| 6 αε.

b) En déduire lim
ε→0

sup
t∈R
|yε(t)− Y (t)|.

7. Expliquer le résultat de cet exercice.

Problème. (Un exemple d’ensemble de Julia) Soient a ∈ C et f : C → C, z 7→ z + z2. On pose
g = f ◦ f . On considère la suite (zn) dé�nie par z0 = a et

∀ n ∈ N, zn+1 = f(zn).

Pour tout entier naturel n, on note xn (resp. yn) la partie réelle (resp. imaginaire) de zn. On note
I le point d'a�xe −1

2 . Pour tout point A du plan et tout réel r > 0, D(A, r) désigne le disque
ouvert de centre A et de rayon r.

Partie I : Généralités

1. Points fixes.
a) Déterminer l'ensemble des points �xes de f , i.e. l'ensemble des nombres complexes z tels

que f(z) = z.

b) Déterminer l'ensemble des points �xes de g.

2. Antécédent(s). Soit z0 ∈ C. Déterminer l'ensemble des nombres complexes z tels que f(z) =
f(z0).

3. Pour tout r > 0, déterminer f(D(I, r)).

Partie II : Comportements de la suite (zn)

On rappelle que, sauf mention contraire, les hypothèses effectuées dans une question ne sont va-
lables que dans la question considérée.

4. En supposant que la suite (zn) converge, déterminer sa limite.

5. On suppose que la suite (z2n) converge.

a) Déterminer les valeurs possibles de sa limite.

b) Monter que (z2n+1) converge et déterminer sa limite en fonction de celle de la suite (zn).

6. On suppose que a est réel.

a) Étudier la monotonie de la suite (zn).

b) Écrire (en langage Python) une fonction suite(a, n) qui, étant donnés un réel a et un
entier naturel n, renvoie le terme d'ordre n de la suite (zk).
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c) Discuter, en fonction de a, de la nature et de la limite éventuelle de la suite (zn).

7. On suppose que les suites (xn) et (|yn|) convergent vers des nombres complexes x et y.

a) Déterminer les valeurs possibles du couple (x, y).

b) Démontrer que (z2n) et (z2n+1) convergent.

8. On suppose que la suite (|zn|) converge.
a) Montrer que la suite (|1 + zn|) converge vers 1.

b) En déduire que (xn) et (|yn|) convergent.
c) En déduire les valeurs possibles de la limite de la suite (|zn|).

9. On suppose que la suite
(∣∣zn + 1

2

∣∣) converge.
a) Déterminer la nature de

(∣∣zn + 1
4

∣∣).
b) En déduire la nature des suites (xn) et (|yn|).
c) En déduire les valeurs possibles de la limite de

(∣∣zn + 1
2

∣∣).
Partie III : Ensemble de convergence

On note Ω l'ensemble des valeurs de a pour lesquelles la suite (zn) converge et on considère
l'ensemble

∆ =
{
z ∈ C ; −1 < Re (z) < 0, Im (z)2 < Re (z)2 + Re (z) + 1

}
.

10. Démontrer que pour tout z ∈ ∆, |f(z) + 1| < 1.

11. Monotonie.
a) Montrer que f(∆) ⊂ ∆.

b) Soit J le point d'a�xe −1. Montrer que f(∆) ⊂ D(J, 1).

c) En déduire que si a ∈ ∆, alors (|zn|) est strictement décroissante.

12. Montrer que ∆ ⊂ Ω.

13. Montrer qu'il existe un réel r0 > 0 tel que Ω ⊂ D(I, r0).

14. Proposer un algorithme permettant d'obtenir une représentation approchée de Ω.
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