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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la présentation et a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés & prendre.

Exercice 1. Déterminer un équivalent de la suite de terme général

tanhn — cos(e™)
Up =

In(coshn)

Exercice 2. (Fonctions SCI) Une fonction f définie sur un intervalle I C R est semi continue
inférieurement (SCI) si

Vapel,Ve>0,d3n>0;Vael, (lx—zo|<n = f(z)>= f(zo) —¢).

1. a) Montrer qu’une fonction continue sur un intervalle est SCI.

b) Déterminer une fonction SCI qui n’est pas continue.

2 . a) Montrer que la somme de deux fonctions SCI sur un intervalle I est encore une fonction
SCI.

b) Montrer que le produit de deux fonctions SCI n’est pas toujours une fonction SCI.

3. Soit f une fonction SCI sur un segment 1.
a) Montrer que f est minorée.
b) Montrer qu'il existe zg € I tel que f(xg) = ir}f I

Probléme. (Courbe du blancmanger ou de Takagi) On définit sur R la fonction g : z —

’$ — Lx + %J } Pour tout entier naturel n, on définit sur R la fonction g, : = — %.

1. Montrer que pour tout (z,y) € R?,
lz] + ] < [z +y] < |=z]+ [y] +1.

2. Etude de fonctions. Soit n € N.

a) Tracer la courbe représentative de g dans un repére orthonormeé.

b) Montrer que la fonction g, est 1-lipschitzienne.

¢) Montrer que, pour tout entier k, la fonction g, restreinte & l'intervalle [2,511, 2’3:‘;11] est une
fonction affine dont on précisera les valeurs que peut prendre la pente.

n
Pour tout entier naturel n et pour tout réel z, on pose fp(x) = > gr(z).
k=0

3. Convergence et continuité de la limite.
a) Soit z € R. Montrer que la suite (f,,(x))nen est convergente. On notera f(x) sa limite.

b) Montrer que f est 1-périodique et paire.
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¢) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x,
[f(z) = falz)] <277
d) En déduire que, pour tout entier naturel n, et pour tout (z,y) € R?,

[z -yl <27" = |f(x) = fy)l < (0 +3)27"

e) En déduire que, pour tout e > 0, il existe > 0 tel que pour tout (z,y) € R?,

lz—yl<n = |f(z) - fly)l <e
On dit que [ est uniformément continue.
f) En déduire que f est continue sur R.
4. Non-dérivabilité de f. Soit € R. Pour tout entier naturel n, on pose

|27 +1g by—a, 42 et A, — 4 = flan)

ap = ~——=
on+l by, — an

a) Montrer que les suites (an)nen €t (bn)nen convergent vers une méme limite.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n,
f(an) = fn(an) et f(bn) = fn(bn)'

¢) Montrer que, pour tout entier naturel n,

fn(bns1) = falant1) _ fn(bn) — fn(an)‘

bn+1 — Qp41 bp — an

d) Pour tout entier naturel n, calculer |A, 11 — Ayl
e) Montrer que, si f est dérivable en x, alors (A,,)nen converge vers f'(x).
f) Conclure

5. Non-monotonie de f.

a) Soient (k,n) € N2 et p € N tels que p > 2n. En posant x =
que f(zp) > f(x).

k
271

et x, = = + 277, montrer

b) En déduire que f n’est monotone sur aucun intervalle non vide et non réduit & un point.
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