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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la présentation et & la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés i prendre.

Exercice 1. K désigne le corps R ou C. Soient n un entier naturel non nul, K un corps et £ un
K-espace vectoriel de dimension 3n. On considére un endomorphisme f € Z(F) de rang 2n.
1. a) Déterminer la dimension de Ker f.
b) On note g = f|1, ¢ la restriction de f au sous-espace vectoriel Im f. Vérifier que Im g = Im f 2
et Kerg = Ker f N1Im f.
¢) En déduire que Rg(f?) > n.
On suppose désormais, en plus des hypothéses initiales, que f3 = 0o(k)-
2.a) Déterminer Rg(f?).
b) Soit S un supplémentaire de Ker f2 dans E. Montrer que dim S = n.
3. Soit (eq,...,e,) une base de S.
a) Montrer que & = (e1,...,en, f(e1),..., flen), f2(e1), ..., f?(en)) est une base de E.
b) Ecrire la matrice de f dans la base 4.

Probléeme. (Autour d’une matrice)
On note E = R3 et € = (e1, €2,¢3) la base canonique de R3. On définit la matrice

16 4 -4
A=1|-18 -4 5
30 8 =7

et on note u € Z(F) 'unique endomorphisme ayant A pour matrice dans la base €.

Partie I : Etude de la matrice A

1. a) Déterminer le rang de la matrice A.
b) Déterminer une base de Ker u.

¢) Déterminer Ker(u — Idg).

1 0 -1 000
2. On définit les matrices P=| -2 1 1 |et Q=10 1 0
2 1 =2 0 0 4

a) Montrer qu’il existe une base & = (e, e9,e3) de E telle que P = Py_, 4 soit la matrice de
passage de la base canonique € vers la base Z.

b) Déterminer la matrice D de 'endomorphisme u dans la base 4.

¢) Exprimer la matrice A en fonction des matrices D et P.
3. Calculer la matrice P~

4. Soit M € #3(R). Montrer que M D = DM si et seulement si M est diagonale.
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Partie II : Résolution de X% = A

On propose de résoudre, dans cette partie, 'équation X2 = A dans .#3(R).

5. Soit X € .#5(R). On note Y = P~1X P. Déterminer une condition (C) sur Y équivalente a

X2 = A
6 . a) Montrer que si Y vérifie la condition (C), alors YD = DY

b) En déduire que la matrice Y satisfait la condition (C') si et seulement s’il existe

00 0
A\ p)e{-1,1}telqueY = [0 X 0

0 0 2u
7. En déduire les matrices X € #3(R) satisfaisant X2 = A.
8 . a) Déterminer le nombre m de solutions de I’équation X? = A. On notera {X1,..., X}
I’ensemble de ces solutions.

b) Déterminer, sans calcul, la somme S de ces m solutions, i.e. S = > Xj.
i=1

¢) Montrer, sans calcul, que si X; et X; sont deux solutions, alors X; et X; commutent.

d) Déterminer le produit 7' = X7 - - - X, en fonction de A.

Partie III : Calcul du commutant de A

On note €(A) = {M € #5(R) ; AM = M A} 'ensemble des matrices qui commutent avec la

matrice A.
9. Montrer que % (A) est un R-espace vectoriel.
10. Montrer que M € €(A) si et seulement si P~ M P est diagonale.

11. En déduire qu’il existe trois matrices My, My, M3 que vous expliciterez telles que

C(A) = {AMy + uMz +vMs, (A, p,v) € R}
12. Calculer la dimension de € (A).

Partie IV : Un systeme différentiel

On veut déterminer les applications dérivables z, y, z définies de R dans R vérifiant, pour tout

réel t,
'(t) = 16x(t) + 4y(t) — 4z(t)
y'(t) = —18x(t) —4y(t) + bz(t)
Z'(t) = 30x(t) + 8y(t) — 7=(t)

avec les conditions initiales z(0) = 2, y(0) =1 et 2(0) = 2.
x

Etant données 3 solutions z, y, z de ce systéme, on pose X = [y | et X' =
z

SRS

13. Donner une relation matricielle entre X et X'.

14. Déterminer la solution du systéme différentiel avec conditions initiales.
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