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L’usage des calculatrices est interdit.
Un grand soin devra étre apporté a la présentation et a la rédaction.
Si vous constatez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous serez amenés & prendre.

Attention. Compte tenu de la durée, 2h, du devoir, vous vous limiterez aux Parties I & II. Dans
le temps imparti pour le devoir surveillé, vous ne traiterez des questions de la Partie III que si
les Parties I et II ont été traitées intégralement.

Le probléme consiste en I’analyse de l'algorithme de tri pivot et 'étude de sa complexité.

On note Inx le logarithme népérien d’'un réel strictement positif x et logy x son logarithme en

1
base 2. On rappelle que logy r = 75.

On admettra que si ¢ est une fonction de classe 4! dont la dérivée est croissante sur un intervalle
I de R, alors

V(z,y) € I,V A€ 0,1, oAz + (1 = Ny) < Ap(z) + (1= Ne(y).

Partie I : Etude d’une suite réelle

Dans cette partie la lettre n désignera toujours un entier naturel supérieur ou égal & 2. On
considére la suite réelle (ug)ren+ définie par son premier terme u; et vérifiant, pour tout n entier

n—
naturel non nul, la relation de récurrence u, =n—1+2 Y u;.
i=1

1. Pour tout entier n supérieur ou égal & 3, exprimer u,, en fonction de u,_1 et de n.
2. Pour tout entier naturel k, on pose vy = .
a) Pour tout entier n supérieur ou égal & 3, exprimer v, — v,—1 en fonction de n.

b) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, montrer que
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et zp,

Bl

n
3. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose h, = >
k=2

n
a) Montrer que hy, = > z; + lnn.
k=2
b) En déduire un équivalent de h,, lorsque n tend vers 'infini.

¢) En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers l'infini.
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Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére un espace probabilisé dont la probabilité est notée P. Soit Z une variable aléa-
toire définie sur cet espace, prenant un nombre fini de valeurs réelles notées z1,...,%, et A un
événement de probabilité non nulle.

On note E [Z|A] 'espérance de la variable aléatoire Z pour la probabilité conditionnelle sachant
A, ie.

E[Z|A] = Zzz Z = z|A).

4. Soit (Aq,...,Ay) un systéme complet d’événements tous de probabilité non nulle. Prouver
Iégalité
q
=) P(4,)E[Z|4;].
7=1

On consideére une suite (I,,)nen+ de variables aléatoires telles que, pour tout entier naturel 7 non
nul, 7, suit la loi uniforme sur 'ensemble [1,n]. D’autre part, on considére une suite (X,,)nen+
de variables aléatoires ayant les propriétés suivantes :
e X est la variable constante égale a 0.
e Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, les lois conditionnelles de X,, sachant
{I, = 1} et de X,, sachant {I, = n} sont toutes deux égales a la loi de n — 1+ X,,_1.
e Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 3 et tout entier ¢ tel que 2 <i < n—1, la
loi conditionnelle de X, sachant {I, =i} est égale a laloide n— 14 Z,; + T}, ;, oit Z,;
et T), ; sont deux variables aléatoires indépendantes, Z,, ; ayant méme loi que X;_1 et T}, ;
ayant méme loi que X,,_;.
Par exemple, on a

P(Xg =0T = 1) = P (X5 = 4)
P(Xe =9I =3) =P (Zs3+ T3 =4)

:ZP(XQZj)P(X3:4_j>v

la somme étant étendue aux valeurs convenables de ’entier j.

5.a) Montrer que X3 est une variable aléatoire presque stirement constante égale & 1.

b) Etablir les égalités : P(X3 = 2) = % et P(X3 = 3) = % Calculer V'espérance de X3. On
notera Us = E [X3).
6. Déterminer la loi de Xy et calculer son espérance. On notera Uy = E [X4].

7. En procédant par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n non nul, X, prend,
N N e rss . s n(n—1
presque strement, des valeurs entiéres inférieures ou égales a n(n1)

8. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note U, 'espérance de X,,.
N n—1
a) A l'aide des résultats précédents, montrer que U, =n — 1+ % > U;.
i=1
b) En déduire une expression de U, en fonction de n ainsi qu’'un équivalent de U,, quand n
tend vers I'infini.
Pour tout entier naturel n non nul, on note «, la plus petite valeur (entiére) prise par la variable
X, avec probabilité non nulle.

9. Soient n et k deux entiers naturels, I'entier n étant supérieur ou égal a 3.

a) Montrer que P (X,, = k) est nul si et seulement si les nombres P(n —1+ X,,_; = k) et
Pn—1+2Z,;+ T, = k:) (pour tout entier ¢ variant de 2 & n — 1) sont nuls.
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b) En déduire que «,, est supérieur au minimum des nombres n — 1 + ap_1,n — 1+ a1 +
an_1,nm—14+as+ap_3,....,n—1+a,_9+ay.

10. On consideére la fonction g définie pour tout réel x strictement positif par g(z) = xlogyx —
2z + 2.

a) Montrer que pour tout (i,n) € N2 tel que 2 <i<n—1,

g(i) +g(n+1—1) > 2g <";1>

b) Pour tout entier naturel non nul, établir I'inégalité g(n + 1) — g(n) < logs(n + 1).

¢) En traitant a part les cas n = 1 et n = 2, montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
g(n+1)—g(n) <n—1.

11. En procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n non nul, l'inégalité

an = (n+1)logy(n+ 1) — 2n.

Partie I1I : Etude d’un algorithme de tri

On considére un entier naturel n non nul et 'ensemble £ = {1,...,n}. On munit l'ensemble
des permutations de E de la loi uniforme notée P. On considére les n variables aléatoires
Ty, Ts, ..., T, qui, & toute permutation o de F, associent les images des éléments de F par
o,ie. Ti(o) =0(1),...,T,(0c) = o(n), et on note T le vecteur aléatoire (71, ...,7T,). Ainsi, pour
toute liste (aq, ..., a,) d’éléments distincts de E,

P(T = (a1,...,a)) = —.

12. Déterminer la loi de la variable aléatoire T7.

13. On suppose que n est supérieur ou égal a 2. Pour toute permutation o de E, on note
e T7(0) le premier élément de la liste (o(1),...,0(n)) strictement inférieur a o(1) = T1(0)
si un tel éléement existe et 77 (o) = 0 sinon,
e T}(0) le deuxiéme élément strictement inférieur a o(1) si un tel deuxiéme élément existe
et T4(o) = 0 sinon,
e ...
o T/ ,(0) le n — leme élément strictement inférieur a o(1) si un tel (n — 1)éme élément
existe et T),_, (o) = 0 sinon.
Par exemple, si n = 4 et (0(1),0(2),0(3),0(4)) = (3,4,2,1) alors T{(c) = 5, Th(o) = 1 et
T3(o) = 0.
Soit k£ un entier tel que 1 <k <n— 1.
a) Combien y-a-t-il de listes (i1,...,i;) d’entiers vérifiant 2 < i3 < -+ < i < n?
b) Soit (a1, ..., az) une liste d’éléments distincts de {1,..., k}. Etablir I'égalité

k
P| (T} =yl N [Ty =k +1] =—

¢) En déduire I’égalité
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Soit 7' une liste Python de longueur n constituée d’éléments distincts de [1,n]. Si deb et
fin sont deux entiers tels que 0 < deb < fin < n — 1, on dit qu’un élément T'[k] de la
liste (T'[deb],...,T[fin]) est & sa place dans la sous-liste T[deb : fin + 1] si les éléments
Tdeb],...,T[k — 1] sont inférieurs a T'[k] et si les éléments T'[k + 1],...,T[fin] sont supérieurs
a T[k] (bien str, si k = deb ou k = fin, seule une de ces conditions subsiste).

Ainsi, sin =4 et T = [2,1,4, 3], alors T'[2] est a sa place dans la sous-liste [T'[0], T'[1], T'[2]] mais
n’est pas a sa place dans la sous-liste [T'[1], T'[2], T'[3]].

On dit qu’une liste T est triée si chacun de ses éléments est & sa place dans T'.

On dispose de la fonction suivante.

idef placer (T, deb, fin)
?720n,supposeyque,0,<=_deb, fin ;<=,1len(T) -1’7’
x = T[deb]
Tsup, Tinf = len(T) * [0], len(T) % [0]
a, b=20, 0
for i in range(deb+1, fin+1)
if T[i] > x :
b=>b+1
Tsup [b] =
else
a=a-+1
Tinf[a] = T[i]
pl = deb + a
T[pl] = x
for i in range(l, a+1)
T[deb+i—1] = Tinf[1i]
for i in range(1l, b+1)
T[pl+i] = Tsup[i]
19 return pl
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14. Déterminer le nombre de comparaisons qu’effectue I’appel placer(T, deb, fin).
15. Décrire le fonctionnement de la fonction placer?
Par ailleurs, on considére la fonction suivante.

idef tri(T, deb, fin):
if fin > deb

2

3 pl = placer (T, deb, fin)
4 if pl > deb

5 tri (T, deb, pl-1)

6 if pl < fin

7

tri (T, pl+1, fin)

16. Expliquer succinctement ’effet et le principe de fonctionnement de la fonction tri en indi-
quant, en particulier, pourquoi 'algorithme s’arréte.

17. On se place dans le contexte probabiliste des questions précédentes. Si o est une permutation
de E, on affecte la valeur [o(1),...,0(n)] & la variable T. On note X, (¢) le nombre de compa-
raisons faites lors des différentes exécutions de la fonction placer quand on effectue la procédure
tri(T, 0, n-1).

a) A I’aide des parties précédentes, donner un équivalent de 1’espérance de X, lorsque entier
naturel n tend vers 'infini.

b) Dans le cas ou E = {1,2,...,n}, donner (en le commentant de maniére succincte) un
n(n—1)

exemple de liste nécessitant comparaisons pour étre triée.
¢) Déterminer une suite d’entiers n pour lesquels, dans le cas on E = {1,2,...,n}, il existe

une liste nécessitant g(n + 1) comparaisons pour étre triée.
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