STANISLAS Devoir a la Maison MPSI 1
D.M. 1 Une étude de fonction %h
a rendre le 07 septembre 2015

Pour tout entier naturel non nul n, on note f,, la fonction définie pour tout réel x supérieur a n
par

fn(z) = <Z \/:c—i-k) — (2n+ 1)Vx.

k=—n

1. Montrer que pour tout (a,b) € (R})?,

\/k“;b.

2. Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que la fonction f, est bien définie sur [n, 4o00].

b) Montrer que pour tout = € [n, 00|,

n

fal@) =" (Ve +k+Va—k—2va).

k=1

¢) Soient £ un entier naturel non nul et z € [¢, +00[. Montrer qu'’il existe un réel M (& exprimer
en fonction de ¢) tel que

M
(Ve + 4+ Vo —0+2yz)(Va2 =24 x)

VI+l+Ve—0-2yz=

d) En déduire lim  f,(x).
r——+00
3. Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que pour tout ¢ € [1,n],

1 1
(Vn+Ll++vVn—L+2yn)(vVn?—1%2+n) z 2(v2 4 3)ny/n

s NG
b) En déduire que f,(n) < NOEL

¢) En déduire nll)l_’I_loo fn(n).

4. Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que f, est dérivable sur |n,+oo[ et calculer sa dérivée.

b) Soit ¢ un entier naturel non nul. Montrer que pour tout z €]¢, +o0],

1 1 1

+ = .
2V +0  2yx -0 Jx

¢) En déduire les variations de f,,.
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