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Soient (ay) et (b,) deux suites & valeurs réelles. Pour tout entier naturel n, on pose

n
Cn = Z arbp—i.
k=0

La série > ¢y, est le produit de Cauchy des serles > an et > by. Pour tout entier naturel n, nous

noterons A,, = Z ai, By, = Z by et Cp, = Z Ck.
k=0 k=0 k=0
1. Un contre-exemple. Pour tout entier naturel n, on pose a,, = b, = E;;T)Z

a) Etudier le comportement de > a, et de > b,.
b) Que dire du produit de Cauchy des séries > ay, et > by, ?

2. Le cas positif. On suppose dans cette question que les suites (ay,) et (b,) sont a termes positifs
et que leurs séries convergent respectivement vers les réels A et B.

a) Montrer que pour tout entier naturel n,
C, <A, B,.

b) En déduire que ) ¢, est convergente vers un réel C.
¢) Montrer que pour tout n € N, A, - B, < Cy,. En déduire que C = A - B.

3. Le cas absolument convergent. On suppose dans cette question que les séries > a, et > by,
convergent absolument. On note A et B les limites respectives de ) an et E bp.

a) Soit n € N. Montrer que si E lag| < M et Z |br| < N, alors Z lex| <

b) En déduire que Y ¢, converge absolument. On notera C la hmlte de > cp.

¢) Montrer que pour tout entier naturel n,

n n n k
> Zbk - ch D lanl- 3Tl =D laj - bujl.
k=0 k=0 k=0 k=0 j=0
En déduire que C = A - B.
4. Application a la série exponentielle. Soient a, b € R.
a) Montrer que la série > %7: converge. Sa limite sera notée e(a).
b) Montrer que e(a) - e(b) = e(a + b).
5. Théoreme de Mertens. On suppose que Y a,, converge absolument et que Y b, converge. On
notera A et B les limites de ) a, et > by.

a) Montrer que si les suites (Coy, — A By) et (Cony1 — Apt1By) convergent vers 0, alors (C),)
converge vers un réel C tel que C = AB.

b) Conclure.

La question 1. montre qu’on ne peut pas supprimer l'hypothése d’absolue convergence sur les deux séries.
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