STANISLAS Le symbole somme PCSI 3
Memento

* 3k k

1. Définitions

Définition. Soient I un ensemble fini et (2;);c; une famille de nombres comlexes indexée par I. La somme des

nombres complexes z;, pour ¢ parcourant ’ensemble I, est notée Y z;.

iel
Par convention, si la famille I est vide, > z; = 0.
icl
Exemple. Soient m, n € N tels que m < n. On suppose que I = [m,n] = {m,...,n}. On note alors

n
Zm+zm+1+"'+zn:ZZk: Z 2k
k=m

m<k<n

Remarques.
n

n n n
x Dans la quantité > 2z, la variable k est une variable locale. Ainsi, on peut écrire Y zp = > z;, = > 2.
k=m k=m i=m l=m
Le résultat de cette somme ne peut donc pas dépendre de k!

* Soient (zy) ke[m,n] (yx) ke[m,n] deux familles de nombres complexes et A € C. La commutativité de la somme

ainsi que la distributivité de la somme par rapport au produit permet d’écrire

n

Z(ZkJF)\yk) = Z Ze + A Zyk.
k=m k=m

k=m

Exercice 1. Soient m, n € N*. Soit ¢ € C\{1}. Calculer les sommes suivantes.

n n
1.51: Z 1. 3.53: ZTL
k=m k=m
n n
2.52:Zm. 4.54: Z 2.
k=1 k=m+1

Montrer les égalités suivantes (on pourra éventuellement utiliser un raisonnement par récurrence).

- n(n+1) ok g1

s 85 k= i, e !
=1 =1
n n(n+1)(2n+1 n—l i n

6. ZkzZW' 9, (p+):(p+ )

p p+1

~
Il

1 0

.
I

NE

7.5 K = (%)2

Soit A € R. En utilisant les résultats précédents, calculer

k=1

10. S10 = 3 (k+ A2 12. S1p = S K2 (n+1—k).
k=1 k=1

11. S;p = 3 k(k+1).
k=1

Plus particulierement, on peut regrouper les sommes par paquets pour effectuer les calculs. Par exemple,

DD =D (=D 4 (1)
k=0 k=0
n n—1
_ Z( 1)2k + Z(_1)2k+1
k=0 k=0
=n+1)—-n=1
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Exercice 2. En regroupant par paquets judicieusement choisis, calculer

3n—1 n2-1

LS =3y |4 25= 3 |VE|

k=1 k=1

En faisant intervenir les sommes des termes pairs et des termes impairs, calculer

n n

3.5 = Z (2Z)k 4. S, = Z (2]€ + 1)2.

k=1 k=1

2. Changements d’indice

Le changement d’indice permet de transformer une somme afin de la calculer plus facilement. Cette technique
s’apparente aux changements de variables dans les intégrales.
Exemple. Dans la somme suivante, on va effectuer le changement de variable ¢ = k — 2 (et utiliser les calculs de

la partie précédente).

n+2 n
B _n(n+1) _ n(n+5)
’;k_;ww)_ S tn=——

Exercice 3. (Méthode de Gauss pour la somme des entiers) Soit n € N*. Montrer les égalités suivantes.
2n n n n
LY k=Y k+>X(Cn+1-0)=2-% k.
k=1 k=1 =1 k=1
2n

2. En déduire, sans récurrence, la valeur de »_ k.
k=1

n
3. Généraliser la méthode précédente pour en déduire la valeur de > k.
k=1

Exercice 4. Soient a, b € C et n € N*. Montrer que

n—1
a—=b" = (b—a) Z akpni=k,
k=0

Exercice 5. (Formule du bindme de Newton) Soient a, b € C et n € N*. Montrer que

(a+b)" = kZ::) <Z) akpnk,

Exercice 6. Soit n € N*. En utilisant la formule du bindme de Newton et les relations classiques sur les coefficients

binomiaux, calculer les sommes suivantes.

1.5 = él(_mk(;;). 3.8 = él k(D).
n 1 n - n —17.(n
2.8 =3 =50 ]

3. Sommes téléscopiques

L’écriture sous forme télescopique permet de transformer une somme en la différence de deux sommes afin de

la calculer plus facilement. Cette technique s’apparente au théoreme fondamental du calcul différentiel.
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Théoréme. Soient m, n € N et (2x)re[m,n+1] une famille de nombres complexes. Alors,

n
Z (Zht1 — 2k) = Zn41 — Zm-
k=m

Démonstration. On utilise la méthode de changement d’indices décrite ci-dessus.

n

n n
D Grr—m) = ) = ) w
k=m

k=m k=m
n+1 n

=D xm ) A

l=m-+1 k=m

n n

- E zr + Zn+1 — Bm — § Zk

l=m+1 k=m+1
= Zn+1 — Zm-

En écrivant la somme sous forme développée, on remarquera la fagon dont les termes de la somme se télescopent.
O

Exercice 7. Soit n € N*. On se propose de retrouver la somme des n premiers carrés d’entiers.
1. Soit k € [1,n]. Montrer que (k +1)3 — k% = 3k* + 3k + 1.

n
2. En utilisant la somme des n premiers entiers calculée précédemment, en déduire la somme Y k2.
k=1

n
3. Par une méthode analogue, retrouver la somme Y k3.
k=1
Exercice 8. Calculer les sommes suivantes.

1S =S 1 3.8, =5 kb
! kzl R(k+1) ’ kgl (k+1)!

2.5 =

M=

k- (kD).

>
Il

1

4. Sommes multiples

Définition (Sommes doubles). Soient I, J deux ensembles finis et (z;;)ier, jes une famille de nombres complexes
indexée par I et J. La somme des nombres complexes z;; pour ¢ parcourant l'ensemble I et j parcourant
l’ensemble J, est notée (compte-tenu de la commutativité de la somme)
IDITED 3 IS 3) ot
i€l,jeJ il jeJ jeJiel
Exemples. Soient m, n € N tels que m < n. On suppose que I = [1,n] et J = [1,m].

* On note alors

n m m n
E Zij = E E Zij = E E Zij~
1<i<n i=1 j=1 j=1i=1
1<j<m
En écrivant les (z;;)ier, jes dans un tableau,
211 %12 . Rlm
221 222 . Z22m
Znl Zn2 e Znm,

3/4 . Camames



la premiere somme correspond a la somme des termes du tableau. Dans la deuxiéme somme, on somme dans
un premiers temps chacune des colonnes pour ensuite sommer chacun des résultats obtenus. Dans la troisieme
somme, on somme dans un premier temps chacune des linges pour ensuite sommer chaun des résultats obtenus.
x Parfois, dans des sommes doubles, les bornes de la seconde somme dépendent du parametre de sommation de

la permiere. Par exemple,

n j n o n
> wi=) Zii =)D %
1<i<j<n j=114i=1 =1 j=1
ou encore,
n j—1 n—1 n
E Zij = E E Zij = E E Zij.
1<i<j<n j=21i=1 =1 j=i+1

En écrivant les (2;;)icr, jes dans un tableau, dans la premiere série d’égalités, on somme dans les trois expres-

sions les complexes

211 %12 " Z1m
222ttt Z2m
an;

dans la deuxieéme série d’égalités, on somme dans les trois expressions les complexes

X Zi2 -t ZiIn
X cee o Zop
X

Exercice 9. Soient m, n deux entiers non nuls et (ui)ie[[l,n]]a (Uj)jeﬂl’m]] deux familles de nombres complexes.

Montrer que

n

m
E U;vj = E (7 . E Uj .
j=1

1<i<n =1
1<j<m

Exercice 10. Soit n € N*. Caluler les sommes suivantes.

LS = > ij. 3.9= > ij
1<4,5<n 1<i<j<n

2.5 = > inf(i,j). 4. S4= > inf(i,j).
1<i,j<n 1<i<j<n

Exercice 11. Soient n € N, (ai)ic[o,n], (bj)je[o,n) deux familles de nombres complexes. Justifier les égalités

suivantes (ol nous supposons que a; et b; sont nuls dés que j > n).

Zn:aixi : zn:bixi = Zn: Zn:aibjxiﬂ'
=0 =0

=0 j=0
2n 4
— § E . i 14
= a]bg_j X°.
=0 \j=0

Rappelons (relations coefficients / racines, formule de Poincaré) qu'il est utile de généraliser les sommes doubles

a des sommes multiples. . .
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