STANISLAS Devoir a la Maison PCSI 3
DM n°3 Géométrie et Equations différentielles

a rendre le lundi 05 novembre 2009
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Un grand soin devra étre apporté a la clarté et a la concision de la rédaction.

* ok k

Exercice 1. (Une équation fonctionnelle) Soit f une fonction réelle deux fois dérivable sur R telle que pour tous

réels = et y,

flx+y)+ flx—y)=2f(2)f(y).

1. On commence par étudier la fonction f.
a) Montrer que si f(0) = 0, la fonction f est la fonction identiquement nulle.
b) Montrer que f est paire et que f'(0) = 0.

2. Montrer que pour tous réels z, v,

(@) fy) = f@) " ().

3. En déduire que f est solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants.

4. Déterminer I’ensemble des fonctions f satisfaisant les hypotheses.

Exercice 2. (Cercles de Chasles) Dans cet exercice, on identifie le plan avec le plan complexe. Soient a, b deux
réels strictement positifs tels que a > b. On pose ¢ = Va2 — b2 et on note & Pellipse d’équation g—z + z—j =1.
Soit M un point de l'ellipse € d’affixe 2. On lui associe un point M’ d’affixe 2’ telle que 2% + (2')? = 2.
1. Une propriété d’orthogonalité.

a) Déterminer les points associés a chacun des quatre sommets de ’ellipse.

b) Montrer que (¢ — z)(c+ z) = (2')? et en déduire que (OM’)?2 = MF - MF', ou F et F’ désignent les foyers
de lellipse.

¢) Montrer que la droite (OM’) est orthogonale & la bissectrice intérieure & ’angle FMF’.
2. Etude des relations entres les points et leurs associés.

a) Etablir les relations
lz—cP+z+cP=2(z"+c*) et MF+MF = M'F+ M'F’.

b) En déduire que M’ € £.

¢) Expliquer comment on peut construire, pour tout point M de &, les points qui lui sont associés.

d) Faire une figure en placant deux points quelconques de ellipse M; et My, ayant les mémes associés M] et
M. Les droites (M Ms) et (M{M,) s’appellent des diameétres conjugués.
3. Construction des cercles de Chasles. Soient P, P’ les deux points d’affixes respectives u = z+iz' et v’ = z—i2’.

a) Montrer que MF + MF' = OP + OP'.

b) On écrit sous forme algébrique z = x+iy et 2/ = 2’ +iy’. Montrer que xy+a'y’ = 0 puis que 2%+ (2')? = a?.

¢) Montrer que quand M décrit Dellipse &, les points P et P’ décrivent deux cercles dont on précisera les
caractéristiques.

d) Faire une figure de Dellipse et de ces deux cercles comportant les constructions des points P et P’ & partir

d’un couple de points associés (M, M").
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Exercice 3. (Les formules de Cramer) On se propose d’étudier les solutions des systémes linéaires a 2 et 3
inconnues d’un point de vue géométrique. Nous allons voir comment résoudre ces systemes a ’aide du calcul de
déterminants, sans utiliser la méthode du pivot de Gauss.
Systémes & deux équations, deux inconnues. Soit (a11,a12, a1, aze, b1, bs) € R. On considere le systéme
d’équations d’inconnues x et y
{ anz +apy = b (1)
anT +axpy = by (2)

N - . N - — — L,
On considere le plan euclidien muni d’un repere (O, ¢, j ). On note w (resp. v, b ) le vecteur de coordonnées

cartésiennes (a11,a91) (resp. (ai2,a22), (b1,b2)).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les droites d’équations respectives (1) et (2) aient un
unique point d’intersection. On exprimera cette condition & 1’aide du déterminant de o et ¥
2. On suppose dans cette question que det(w, v') # 0.
a) Ecrire le systeme d’équations comme une équation vectorielle.

b) En utilisant les propriétés du déterminant, montrer que la solution du systéeme est donnée par

bi a2 air by

by a2 az1 b
xr = s y prg

a1l a2 ail a2

az1 a2 a21 Aa22

3. On supppose dans cette question que det(w, v') = 0.
a) Montrer que si det(, ?) = det (7, Z)) =0, le systéme possede une infinité de solutions.
b) Montrer que si det( W, ?) # 0 ou det(v, ?) # 0, le systéme n’a pas de solution.
Systémes & trois équations, trois inconnues. Soit (a11,a12,a13, a1, ase, a3, by, bz, b3) € R%. On consideére

le systeme d’équations

anz +apy +azz = by (1)
anT + agy +azz = by (2)
an T +azy +azzz = bz (3)
ai;p a2 as
Montrer que lorsque A = | ag; ags a3 | # 0, la solution du systeéme est unique et est donnée par
aszr az2 ass
b1 a2 a3 air br as a1 aiz by

1 1 1
x_Z by aze a3 7y—Z az by ass ’Z_Z a1 aze by

bs as2 ass as1 bz ass asy azz b3
Ces formules peuvent étre généralisées a des dimensions supérieures. En pratique, elles n’ont que peu d’intérét
pour la résolution des systémes car calculer un déterminant est trés couteux en temps de calcul. Cependant, elles

ont une utilité théorique. Par exemple pour exprimer la continuité des solutions d’un systéme en fonction de ses

coefficients.
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