STANISLAS Devoir a la Maison PCSI 3
DM n’5 Espaces vectoriels

a rendre le lundi 11 janvier 2010
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Exercice 1. On note £ = R3. On pose By = {(z,y,2) € E; x+y+z2=0}et By = {(2,y,2) EE; o = —y = z}.
1. Montrer que E; et E5 sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que £ = E1 ® FEs.

3. Soit p la projection sur F; parallelement & E5. Pour tout u = (z,y,2) € E, déterminer p(u) en fonction de

z,y et z.

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel et p, ¢ € L(E) tels que pop =p,goqg=qet poqg = qop. On pose
f=p+qetg=poq.

1. Montrer que go g = g.

2. Soit A € R. S’ existe un vecteur z non nul tel que p(x) = Az, on dit que A est une valeur propre de p.
Montrer que si A est une valeur propre de p, alors A € {0, 1}.

3. Soit A € R et z un vecteur non nul tels que f(x) = Az. On dit que A est une valeur propre de f.

Montrer que A € {0,1,2}.

4. Montrer que f est non injective si et seulement si Ker (p) N Ker (¢) # {0}.

5. Montrer que 2 est une valeur propre de f si et seulement si Im (p) N Im (g) # {0}.
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