STANISLAS Devoir a la Maison PCSI 3
DM n°10 Polynémes d’interpolation de Lagrange

a rendre le lundi 15 mars 2010
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Pour tous 7, j € N, on définit le symbole de Kronecker par d;; = 1 si ¢ = j et d;; = 0 sinon. Dans tout cet
exercice, n désigne un entier naturel non nul et (ay,...,a,) une famille de nombres réels distincts.
1. Une base de R,,_1[X].

a) Soit i € {1,...,n}. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,,_1[X] tel que pour tout j € {1,...,n},
Li(a;) = d;;.

b) Montrer que la famille (L;);c1,,] est une base de R, _1[X].
2. Soit 7 lapplication définie pour tout P € R[X] par n(P) = i P(a;)L;.

a) Montrer que 7 est un projecteur de R[X]. =

b) Déterminer le noyau et I'image de .

¢) Vérifier que Zmm & Ker m = R[X].

d) Soit P € R,,_1[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;)ie[1,n]-
3. Soit € :R,_1[X]—R"

P = (P(ai))ienn

a) Montrer que € est un isomorphisme.

b) Soit f € F(R,R). Montrer qu'il existe un unique polynéme P € R,,_1[X] tel que P(a;) = f(a;), Vi € [1,n].
Ce polynome s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange associé a la fonction f auxet points (a1, ..., a,).
4. Soient a, b € R, a < b. Soient f € C"([a,b],R) et x € [a,b]. On suppose que a < a1 < --- < a,, et on note P

le polynéme d’interpolation de Lagrange associé a f. Montrer que

l_n[ |z — a;
V€ labl, 3¢ elad; |f(@) - Pla)] < sup|f =
[a7b] °

n
On pourra considérer la fonction ¢(t) = f(¢t) — P(t) — K [] (t — a;), ou K est une constante judicieusement choisie.
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