STANISLAS Devoir a la Maison MPSI 1
D.M. 3 Calculs de sommes doubles 2h
a rendre le 28 septembre 2015

Définition (Sommes doubles). Soient I, J deux sous-ensembles finis de N et (z;;); jycrxs une
famille de nombres complexes indexée par I et J. La somme des nombres complexes z; ; pour %
parcourant I’ensemble I et j parcourant I’ensemble J, est notée
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Exemples. Soient m, n € N tels que m < n. On suppose que I = [1,n] et J = [1,m].

* On note alors
n m m n
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1<i<n i=1 j=1 j=11i=1
1I<gsm

En écrivant les (2;;)ier, jes dans un tableau,

211 A2t Zim
201 %22t Zam
Zn,l Zn,2 T Znymy

la premiére somme correspond & la somme des termes du tableau. Dans la deuxiéme
somme, on somme dans un premiers temps chacune des colonnes pour ensuite sommer
chacun des résultats obtenus. Dans la troisiéme somme, on somme dans un premier temps
chacune des linges pour ensuite sommer chaun des résultats obtenus.

+ Parfois, dans des sommes doubles, les bornes de la seconde somme dépendent du parameétre
de sommation de la permiére. Par exemple,

n j—1 n—1 n
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1<i<j<n Jj=2i=1 i=1 j=i+1

En écrivant les (2;j)icr, jes dans un tableau, on somme dans les trois expressions les

complexes
X Z12 Z1n
X Z9n
X

Soit n € N*. Caluler les sommes suivantes. On donnera le résultat sous forme factorisée.

n n 3.53= Y i-j. 5.9 = > min{ij}.
1. 5 = <Z z> 1 >5). 1<i,j<n I<i,jsn
i=1 i=1
2.5 =3 3] 1<i<j<n Issgsn
i=1j=1

Pour tous entiers i, j, on note J; ; I'entier qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon (ce symbole est appelé
symbole de Kronecker). Calculer

7.8 = 3 i-j-6i;

1<i,g<n
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8. La série harmonique, notée (H,)nen+ est la suite définie pour tout entier naturel n non nul
n

par H, = Y 1. Soit n € N*.
k=1
a) Exprimer la quantité > ﬁ en fonction de H,,.
1<j<k<n

n Hk

b) Déterminer une forme simple de ’expression kZ::I (SR

9. On reprend les notations de la question précédente.

Sk 1
a) Montrer que pour tout (m,n) € N*, > () = (:’L—:—l)

b) Montrer que pour tout (m,n) € N2,

k=1
¢) En déduire que Y H? = (n+1)H2 — (2n + 1)H,, + 2n.
k=1

[k n+1 1 .

n

10. Une formule de réciprocité. Soit u une suite réelle. Pour tout n € N, on pose v, = > (})w

n

et wp = Y (=1)"F(})vg.
k=0

n
a) Montrer que pour tous n € N* et i € [0,n — 1], > (-1)"7F (Z’) (
k=i

b) En déduire que w = .
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