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Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Pour tout endomorphisme f € Z(F), le
commutant de f est ’ensemble

C(f)={9€Z(E); gof=fog}

1. Soit f € Z(E).
a) Montrer que (%(f),+,-) est un C-espace vectoriel.
b) Montrer que (¢(f),+, o) est un anneau.
¢) Montrer que pour tout (g,A) € €(f) x C,

g (Ker(f —AId)) C Ker (f — A1d).

d) Montrer que, en général, 'inclusion de la question précédente est stricte.
2. Déterminer le commutant d’une homothétie.

3. Soit s une symétrie.
a) Montrer que g € €'(s) si et seulement si

g(Ker(s —Id)) C Ker(s — Id) et g(Ker(s +1d)) C Ker(s + Id).

b) En déduire dim % (s) en fonction de dim Ker(s — Id) et de dim Ker(s + Id).

4. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et s une symétrie. Montrer que F' est stable par s si et
seulement si F' = (F N Ker(s —1d)) & (F N Ker(s + 1d)).

5. Soient s et s’ deux symétries qui commutent.

a) Montrer qu’il existe des sous-espaces vectoriels Fy, Fy, F3 et Fy de E tels que

Ker(s —Id) = F; & F3,
Ker(s +1d) = F3 @ Fy,
Ker(s' —1d) = F} @ F3,
Ker(s' +1d) = F;, @ Fy.

b) Montrer que g € €(s) N € (s') si et seulement si g laisse stables les quatre sous-espaces
Fi, 5, F3 et Fy.

6. Déterminer les endomorphismes qui commutent avec toutes les symétries.
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