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Soit (un) une suite de réels positifs.

Partie I : Règle de condensation de CAUCHY

On suppose que la suite (un) est décroissante.

1. Montrer que
∑
un converge si et seulement si

∑
2nu2n converge.

2. Retrouver le critère de convergence des séries de Riemann.

3. Montrer que la série de Bertrand
∑ 1

n(lnn)β
converge si et seulement

si β > 1.

Partie II : Règle d’ALEMBERT

On suppose que, à partir d'un certain rang, la suite (un) ne s'annule pas
et qu'il existe ` ∈ R tel que lim

n→+∞
un+1

un
= `.

4. Règle.

a) Montrer que, si ` < 1, alors
∑
un converge.

b) Montrer que, si ` > 1, alors
∑
un diverge.

5. Exemples. Soit x > 0. Étudier la convergence des séries de terme
général

a)
(
n+4
n

)
xn. b) xn

n! . c) n!xn
2
.

6. Limites. Montrer que, lorsque ` = 1 dans le théorème précédent, on
ne peut en général pas conclure.

Partie III : Règle de Rabbe-DUHAMEL

On suppose que, à partir d'un certain rang, la suite (un) ne s'annule pas
et qu'il existe β tel que un+1

un
= 1− β

n + o
(

1
n

)
.

7. Règle.

a) Montrer que, si β > 1, alors
∑
un converge.

b) Montrer que, si β < 1, alors
∑
un diverge.

8. Exemples. Soit (a, b) ∈ (R∗)2. Déterminer la nature dess séries de
terme général :

a) n! ln(1 + 1) · · · ln
(
1 + 1

n

)
. b) a(a+1)···(a+n)

b(b+1)···(b+n) .

9. Limites. Montrer que, si β = 1, on ne peut en général pas conclure.

Partie IV : Règle de CAUCHY

On suppose qu'il existe λ ∈ R+ tel que lim
n→+∞

n
√
un = λ.

10. Règle.

a) Montrer que, si λ < 1, alors
∑
un converge.

b) Montrer que, si λ > 1, alors
∑
un diverge.

11. Exemples. Déterminer la nature des séries de terme général :

a)
(

2n+1
3n+4

)n
.

b)
(

3n+4
2n+1

)n
.

c) nlnn

(lnn)n .

12. Limites. Montrer que, lorsque λ = 1, on ne peut, en général, pas
conclure.

Partie V : Pas de frontière entre divergence et convergence

Soit (un)n∈N∗ une suite de réels positifs telle que
∑
un diverge. On note

(sn) la suite de ses sommes partielles, i.e. pour tout entier naturel n non

nul, sn =
n∑
k=1

uk.

13. Exemples.

a) Pour tout n ∈ N∗, on pose un = 1
n . Déterminer la nature de

∑
un,

puis de
∑ un

1+nun
.

b) Pour tout n ∈ N∗, on pose un = 1 s'il existe un entier m tel que
n = 2m − 1 et 0 sinon. Déterminer la nature de

∑
un, puis de

∑ un
1+nun

.

14. On suppose dans cette question que la suite (un) est à valeurs stric-
tement positives. Montrer que

∑ un
1+n2un

converge.
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15. a) Montrer que si
∑ un

1+un
converge, alors (un) converge vers 0.

b) Montrer que si (un) converge vers 0, alors
∑ un

1+un
diverge.

c) En déduire la nature de
∑ un

1+un
.

16. Soit (un) une suite de réels positifs et (tn) la suite des sommes par-
tielles de la série de terme général un. Montrer que si (tn) converge,
alors pour tout ε > 0, il existe un entier naturel n0 tel que pour tous
n > n0, p > 0, |tn+p − tn| 6 ε.

17. a) Soient (n, k) ∈ (N∗)2. Montrer que
k∑
j=1

un+j
sn+j

> 1− sn
sn+k

.

b) En déduire que
(∑ un

sn

)
diverge.

18. a) Montrer que pour tout entier naturel n,

un
(sn)2

6
1

sn−1
− 1

sn
.

b) En déduire que
∑ un

(sn)2
converge.
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