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Dans ce problème, on montre que

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
.

Partie I : Une suite convergente

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

un =
nn+ 1

2

enn!
.

1. Montrer que
(
n+ 1

2

)
ln
(
1 + 1

n

)
− 1 ∼ 1

12n2 .

2. En déduire que la série
∑

ln un+1

un
converge. On notera ˜̀ sa limite.

3. Montrer que la suite (un) converge vers un réel ` tel que ` = e
˜̀
.

4. En déduire qu'il existe ` > 0 tel que

n! ∼ `
√
n
(n
e

)n
.

Partie II : Un calcul d’équivalent

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

Wn =

∫ π
2

0
sinn(t) dt.

5. Montrer soigneusement que

∀ n ∈ N, (n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn.

6. En déduire que la suite ((n+ 1)Wn+1Wn) est constante égale à π
2 .

7. En déduire que
(
Wn+2

Wn

)
converge.

8. Montrer que la suite (Wn) est décroissante.

9. En déduire que Wn ∼Wn+1.

10. Déduire des questions précédentes que Wn ∼
√

π
2n .

On pourrait même montrer que

W2n =
(2n)!

22n(n!)2
π

2
et W2n+1 =

22n(n!)2

(2n+ 1)!
.

Partie III : Conclusion

11. En utilisant les résultats et notations des parties précédentes, montrer
que ` =

√
2π.
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